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Responda todas las preguntas usando unicamente el material provisto por el
nstructor. Procure responder de forma ordenada indicando todos los pasos en
su procedimiento. Incluya diagramas e identifique los pardmetros a tener en
cuenta.

Pregunta 1 Neutrones facilmente penetran bloques gruesos de Plomo; en cambio, son
absorbidos mas eficientemente por agua u otro material con alto contenido de Hidrégeno.

1. [ 20 Puntos | Explique este fenémeno usando solamente argumentos de mecanica
clasica.

Solucién: Considere un neutrén colisionando con un atomo. En cada colision, los
neutrones pierden cierta cantidad de energia cinética. Asumiendo que la colusiéon es
elastica y central la cantidad de energia perdida viene dada por:

mv:  MV?  mo?
t= (1)
2 2 2

muvg = MV +mo (2)

donde m y M son las masas del neutrén y el dtomo respectivamente. y vg y v son
las velocidades inicial y final del neutron. V es la velocidad del atomo después de la
colisién. Reescribiendo:

M
vg — v = EVQ (3)
M
—v=—"—V 4
Vo [ m ( )
Entonces:
2
V - a4+ 11}07 (5)

con a = M/m. La energia cinética del dtomo después de la colisién es entonces:

El = %MVQ (6)
_ M;’Sﬁ (1)
- 4#5@ (8)
_ 4%% ()

Claramente, ya sea que @ — 0 o a — o0, E,{ — 0. Entonces, el maximo de E,J:
corresponde al minimo de o + 2 4+ (1/a), lo que corresponde a « = 1, o que es lo
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mismo, a M = m, por lo que la energia cinética del atomo estara en su maximo y
E,f = F. Para el hidrégeno y el neutrén, a =~ 1 y esto explica el porque materiales
con alto contenido de hidrégeno son muy eficientes deteniendo neutrones.
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Pregunta 2 Considere una particula en presencia de un campo magnético.

1. [ 10 Puntos | Verifique la siguiente transformacién canénica.

X =75 (V2PisinQi + Py) YV = 7= (V2P cos Q1 + Q)

P, = v/ (V2PrcosQ — Qo) Py = 5v/mi (~V2Pisin Q) — Py)

Solucién: Siendo, H = H(Q), P) el nuevo Hamiltoniano, entonces:

. OH

oF 9P

. OH

P=—

Q)

Ademas sabemos que

(3 Qj]q,p =0

2, Pj]q,p =0

(3 Pj]q,p = 0i,j

Haciendo a = 1/y/mw, tenemos:

B 0X 0P, B 0P, 0X n 0X 0P, B 0P, 0X
0Q10P,  0Q,0P,  0Qy0P, 0Q, 0P,

[Xa Px]Q,P

1
= ay/2P, cos Q- —

o \/21_Plcos Q1 — (_i /2P, sin Ql) asian o (_i)

20 V2P, 20
1 1
= — —_— = 1
2 + 2
Adicionalmente,
0X 0P, 0P,0X 0X 0P, O0P,0X
[X, Py]Q,P y Yy y Y

B 00, 0P,  0Q, 0P * 0Q2 0P,  0Q2 0P,

1 V2P '
= /2P, cos (q (_%VQPI sian) — (— 2a1 COS Ql) -a%

=0
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Se espera que el estudiante calcule todos los conmutadores de manera que mues-
tre que

D/a P, x]Q,P =0

Y, P y] =0

2. [ 10 Puntos | Encuentre las ecuaciones de movimiento de Hamilton para una particu-
la moviéndose en un plano en presencia de un campo magnético H descrito por el

vector potencial
YH XH
A - T 0 a4 0 )
2 2

en términos de las nuevas variables @1, Q2, P;, P» y usando w = eH/mc.

Solucién:
c
e
py =Py — -4,

c
El Hamiltoniano es entonces
1 e 2 1 e 2
~ L)l (n-ta)
H 2m< c + om Y Y
2

1 e e
=5 (P} +P2) — — (P.A, + P,A,) + 32 (A2 4 A2)

Remplazando por las transformaciones dadas en la parte 1, se llega a que

szpl,

de manera que H no depende de Q1. Q2 y P». Entonces:

: OH
Ql—a—Pl—w
Q1 =wt+ a,

donde « es la fase inicial.

_OH _
OQq

E

p==
w

Plz 0

También se tiene que:

PQZPQ():\/WLWXO
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Q2 = Qo = VmwYj.

Las condiciones iniciales definen Xy y Y. Escribiendo en términos de las varia-
bles X, Y, p, vy py:

X = /2E/mw?sin(wt + a) + X

Y = /2F/mw? cos(wt + a) + Y.

leH
pe = P, — ‘A, = VmE /2 cos(wt+ ) —%%—1—56—\/2E/mw2 cos(wt+ )
c c
leH
+- 20,
2 c

= V2mE cos(wt + a) = py cos(wt + )

Similarmente,

Py = —po cos(wt + )
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Pregunta 3 Una masa puntual m esta sujeta a una cuerda delgada y sin masa en un
extremo. El otro extremo de la cuerda esta atado a un cilindro fijo de radio R. Inicialmente,
la cuerda no esta tensionada, y estd enrollada alrededor de una seccién transversal circular
del cilindro. No hay fuerzas externas actuando, excepto, un impulso en ¢t = 0 dirigido
radialmente hacia afuera que da a la masa m una velocidad inicial vy. Este impulso causa
que la cuerda se desenrolle como lo ilustra la figura (izquierda). El punto P es el la
posicién inicial de la masa, y ) denota el punto de contacto instantaneo entre la cuerda
y el cilindro.

Figura 1: Izquierda: Esquema pregunta 3.1 y 3.2. Derecha: Pregunta 3.3 y 3.4

1. [ 5 Puntos | Encuentre el Lagrangiano y la ecuacién de movimiento en términos
de la coordenada generalizada 6 como una funcién del tiempo, y que satisfaga las
condiciones iniciales.

Solucién: El langragiano usando coordenadas cartesianas y expresadas en térmi-
nos de 6 y 0 viene dado por:

1 .
L= §m320292 (10)

La ecuacién de movimiento es:

% (#6°) — 26> = 0 (11)
0,

0%6 — 620 = 0. (12)
Para 6 # 0,

) £ (5)»
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La solucién de esta ecuacién es §* = 2At + B. Sabiendo que #(0) =0y

2
£y — % (14)

es decir, 6(0)0(0) = vg/R, entonces, B =0y A = vy/R. Entonces,
0 =+/2(vg/R)t (15)

2. [ 5 Puntos | Usando las solucién anterior, encuentre el momento angular de la masa
m alrededor del centro del cilindro. ;Se conserva? ;Por qué? ;Se conserva la energia
mecanica?, ;Por qué?.

Solucién: El momento angular L alrededor del centor del cilindro es:

L =mr x v=mlvge = mRvyé = m/2v3 Rtée

El momento angular no se conserva ya que hay un torque debido a la cuerda
conectada al cilindro; la energia sin embargo, se conserva porque la fuerza que
actia en la masa m es siempre perpendicular a su velocidad:

2
mug

_ Mg
E—£—2R6’0 5

3. [ 5 Puntos | Ahora considere una nueva situacién en la cual el cilindro es hueco
de masa M (con el mismo radio R) que puede rotar libremente a medida que la
masa se mueve y se desenrolla la cuerda. El angulo ¢ mide la posicion de P con
respecto al eje vertical (ver figura, derecha). Escriba el Lagrangiano en términos
de las coordenadas generalizadas 6 y ¢. Identifique dos cantidades conservadas y
expréselas en términos de 6 y ¢.

Solucién: Es claro que en el punto de contacto, la cuerda y el radio son siempre
perpendiculares. Entonces:

L= §TTLR2¢2 + §mR292(9 + ¢)2 + §MR2¢2

L— %(m + MR + %mRZQQ(é )

Usando
Py = 8L/0¢ (16)
se obtiene:
(m 4+ M)p +mb*(0 + ¢) =0 (17)
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La energia se conserva también, entonces:

o ;(m + MR + mR20%(0 + )2 — %mvg (18)

4. [ 5 Puntos | Resuelva para 6(t). ;En qué sentido gira el cilindro?

Solucién: Usando (17) tenemos:
06>
62+ 1+ (M/m)

¢=— (19)

Substituyendo (19) en (18):

M 20" e 66> T
() i (9_02+1+<M/m>> "

Remplazando o = 1+ (M/m) y 8 = v}/R?, se llega a lo siguiente:

0202 3
#Z+a a (21)

Integrando la ecuaciéon anterior resulta en:

V2 +a=+/Bla+C

6? = §t2 +2v/((B/a)Ct + C? —

De la condicién inicial #(0) = 0, tenemos que C? = «, entonces:

= J(Bla)2 +2\/Bt

Entonces, remplazando los valores de a y [ llegamos a :

. 0t2 2U0t
"\ BO+0m) "R

Si se hace tender M/m — 0 (como el el caso del cilindro fijo) este resultado se
reduce al del punto 1. El cinlindo girara en la direcciéon opuesta a la direccion
en que se desenrrolla la cuerda. En (19) se ve que si 0 > 0, entonces, ¢ < 0.
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Pregunta 4 Un péndulo triple consta de tres masas am, m y m atadas a una sola cuerda
muy delgada a distancias a, 2a y 3a respectivamente, medido desde el punto donde cuelga

(ver figura).

1. [ 10 Puntos | Determine el valor de « tal que una de las frecuencias normales del
sistema sea igual a la frecuencia de un péndulo simple de longitud a/2 y masa m.
Asuma que los desplazamientos de las masas alrededor de sus puntos de equilibrio

son pequenos.

Soluciéon: Escriba el Langragiano del sistema usando las coordenadas ¢q, ¢, y
¢3 (ver figura).

r1 = asin ¢,
To = a(sin ¢ + sin o9

x3 = a(sin ¢1 + sin ¢y + sin ¢3

Y

Y1 = acos ¢
y2 = a(cos ¢y + cos oo
ys3 = a(cos ¢y + cos o + cos ¢3
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Entonces, usando la aproximacién de angulo pequeno tenemos:

T = T(ﬁ +97) + 5(953 +93) + E(Ig +43)
amaQ . ma2 . . . .
~ G e o (B4 6+ 2616
ama?
2

+ <¢% + ¢35+ B3 + 201 + 20203 + 2¢1¢3>

Para el potencial tenemos:
V = —amgy, —mgy: —mgys
~ gmgaad + smga (6% +63) + gmoa (61 + 63+ 63)
Donde usamos:
sin¢; = ¢;
COS ¢; COS ¢; + sin ¢; sin ¢p; = cos(¢; — ¢;) ~ 1
El Langragiano es:
L=T-V
ma2 . . . . .o .o
= T{(a +2)¢7 4 205 + B + 4102 + 20103 + 20203
—wp [(a +2)67 + 263 + 63}
Donde w? = g/a. Las ecuaciones de movimiento son entonces:
(o +2) [¢1 + wéd)l} + 205 + ¢3 = 0
2h1 + 2h + 2wy + b3 = 0

¢1+<52+<53+2W(2)¢3=0

Con soluciones de la forma ¢; = A;e™' y haciendo w?/wg = X llegamos al
determinante:
(a+2)(AN—=1) 2\ A
det 2 2A—1) A |=0
A A A—1
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Buscamos un modo donde w? = 2g/a, entonces A = 2 y el determinante queda
de la forma:

(v +2)
det 4
2

DN DN =~

2
21=0
1

Donde claramente o = 2 es la solucion.

2. [ 10 Puntos | Encuentre el modo correspondiente a esta frecuencia y dibijela.

Solucién: El modo puede ser encontrado calculando:

(CY + 2) 4 2 Al
4 2 2 Ay | =0
2 21 A,
Lo que resulta en A3 = —2A; y Ay = 0. Entonces, el modo correspondiente a
w = +/2g/a es (ver figura):
1 ¢
05 ~ 0 =0
¢3 —2¢
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Pregunta | Puntos | Nota
1 20
2 20
3 20
4 20
5 20
Total 100

Fin del examen. Buena suerte!
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Universidad de los Andes-Departamento de Fisica
Examen de Conocimientos: Mecanica Estadistica
Lunes 17 de julio de 2017

1. Un sistema aislado consta de N osciladores armdnicos unidimensionales (clésicos),
cada uno de masa m y frecuencia de oscilaciéon w, de tal forma que la energia total
del sistema se puede escribir como:

(a) Usando el ensamble microcandnico, calcule la entropia del sistema.
(b) Use el resultado de la parte (a) para calcular el calor especifico Cy .
(c¢) Comente su resultado.

SOLUCION:

(a) Dividiendo la expresién para la energia entre F y definiendo variables z; =
pi/V2mE (para i = 1,...,N) y x; = ¢;//(2E/mw) (para i = N + 1,...,2N),
obtenemos la ecuacién de una esfera 2N-dimensional. Al realizar la integral en el
espacio de fase, tendremos un elemento de volumen de la forma dq; ...dgndp: ... dpn
que, con el cambio de variables, genera un factor de la forma

o (22)- (2

mw? w

Como el nimero de microestados es esencialmente proporcional al volumen de la
hipersuperficie del espacio de fase compatible con las condiciones de energia, vemos
que la entropia estard dada por el (kp veces) el logaritmo de este coeficiente, mds
un término que depende de N, més no de F. Haciendo uso de una constante h que
determina el tamano de la celda basica en el esapcio de fase, obtenemos:

E
S = NkgIn (m) + F(N).

(b) Haciendo uso de la definicién de la temperatura en funcién de la entropia, se sigue
inmedatamente del numeral anterior que en este caso la energia interna es U = NkgT
y, por lo tanto, Cyy = Nkp.

(c) Una primera observacién es que la energia total que se obtiene como resultado
obedece el teorema de equiparticién (debido al cardcter cuadrético de Hamiltoniano) y
esto se ve también reflejado en el valor de la capacidad calorifica. También es relevante
observar que, al ser una constante, C'y no tiene el comportamiento requerido a bajas
temperaturas. EL comportamiento correcto solo se puede obtener a partir de una
descripcién cuantica.



2. Un cierto “gas” es descrito por la siguiente relacién fundamental:

S Uv N?

R N UV’

donde N representa el ntimero de moles, U la energia interna y V' el volumen (R
es una constante). Inicialmente se tienen Ny = 1 moles de este gas en un cilindro
cerrado y aislado térmicamente, a una temperatura 73 (subsistema 1) y No = 4 moles
del mismo gas, en otro cilindro (este también cerrado y aislado), a una temperatura
T, (subsistema 2). Los volimenes de los cilindros son tales que la densidad del gas es
la misma en ambos cilindros (llamar p = N/V a dicha densidad). A continuacidn, los
dos cilindros se ponen en contacto, a través de un muro diatérmico e impermeable, y
se espera a que el sistema alcance el equilibrio térmico.

(a) Encuentre el valor de la energia interna del subsistema 1, U;?, y exprésela en
funcién de la energfa total (Uy,) del sistema.

(b) Encuentre la temperatura de equilibrio y exprésala en términos de p, R, T} y Tb.

SOLUCION:

(a) Primero que todo, dado que la densidad es la misma para ambos subsistemas,
tenemos 1‘\,7 =X 72 = Vo = 4V, Por otro lado, la entropia total del sistema es la suma
de las entropias de los subsistemas 1y 2:

S =50 453,

Como la energia total es constante, tenemos una ligadura (Uir = Up + Usz) que
podemos aprovechar al calcular el estado de equilibrio. Asi que tenemos:

U Vi (V)3 UsVo  (No)?
S = sW4 @ gL - R 22—
+ N1 U1V1 + N2 UQ‘/Z

1 Us Vs 43
RIUV; — R —
( H U1V1)+ ( 4 Usz)

(Uior — U1) Vo 64 )
— ) +R - .
) ( 4 (Utor — Ur) Vs

= R (UlVl —

Segun el principio de méxima entropia, el estado de equilibrio es aquel que corresponde
a los valores de las variables de estado que den lugar al maximo valor de la entropia,
teniendo en cuenta las ligaduras del problema. En este caso la ligadura de energia ya
ha sido tenida en cuenta, asi que el estado de equilibrio estd determinado por el valor

de U; que maximice la funcién
(Utor — U1) Vs 64 >
+ R - .
> < 4 (Utor — Up)Va

S(Uy) =R <U1V1 i

Calculando 4 W = 0 obtenemos la solucién positiva

1
Ui’ = gUt0t~ (1)



(b) Temperatura de equilibrio, en términos de p, R, T} y T5.
Tenemos:
1 oS v N3
—=—==R| =4+ ==
T 0oU N U2V
Si las energias iniciales de los 2 subsistemas se denotan U; y Us, entonces de la relacién
anterior obtenemos (i = 1,2):

N,
U, = L —
1 _ 1

pRT; P

Por lo tanto, la energia total del sistema es

1 4
+ .
1 1 1 1
\/pRT1 p? \/pRTg p?

La temperatura de equilibrio se puede escribir en términos de U;%:

Utot =

1 1 p
RTe, P (Uleq)

5 (3)

Pero U? = Uyt /5, de tal forma que

-2

1 1\ 2 1 1\ V2
Te —1 — -1 2 - —_ . 4
i) o 5p<(pRT1 pz) " (pRTz p2> @

3. Considere el modelo de Ising clasico en una dimension espacial, cuya energia para
una configuracién es espines {u;}; estd dada por

E({pn}) = —JZM/MH - BZMzw

(a) Obtenga, en la aproximacién de campo medio, la funcién de particién de este
modelo.

(b) Use dicha funcién de particién para obtener una expresién para la magnetizacién
por espin del sistema.

(c) Considere ahora el caso B = 0. Hay una transicién de fase? Si este es el caso,
cudl es la temperatura critica?

(d) Comente su resultado.

El siguiente grafico puede ser de utilidad:



051 ’ B

X
tanh(2 x)

0.0 - x

—051" . |

L L L
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

SOLUCION: Consultar, por ejemplo, la seccién 20.2 de “Thermodynamics and
an Introduction to Thermostatistics” (H. Callen). Otra discusién detallada se puede
encontrar en leste enlacel

4. Para el mismo sistema del problema anterior (usando condiciones de frontera
periddicas), recuerde que la matriz de transferencia del modelo es una matriz T tal
que Z = Tr(TY), donde N es el nimero de sitios de la cadena de Ising.

(a) Usando las convenciones © = §J y y = 8B, verifique que la matriz de transferencia
esta dada por
ea:—i—y e—a:
().

. . s 1 . .
Ayuda: considere expresiones de la forma e*#iti+1ez¥(tituivi),

(b) Calcule los valores propios de T' y haga uso de esta informacién para calcular la
magnetizacién por espin, en el limite N > 1.

SOLUCION:
(a) La funcién de particién estd dada por la siguiente expresion:
7 = Z 6(95 SN Bty 0 ”i)_
i

Se puede ver claramente que Z estd dada por una suma, sobre todas las configura-
ciones, de productos de la forma

eTHittit1 o5 (it phiv1)

(un célculo explicito con N = 3 puede ser de utilidad para ver esto). Dado que las
variable p solo toman los valores +1, podemos identificar el indice “4+” con “1” y el

indice “—” con “2”. De esta forma, podemos definir una matriz 2 x 2 dada por
Tyw = e 3 ntn)

Esta es justamente la matriz del enunciado y se puede verificar facilmente que se
cumple Z = Tr(T™). Por lo tanto, T es la matriz de transferencia de este problema.


https://www.physik.uni-muenchen.de/lehre/vorlesungen/sose_14/asp/lectures/ASP_Chapter5.pdf

(b) Los valores propios de T estdn dados por

A+ = €% coshy + \/629” sinh? y + e—22,

Usando Z = Tr(T?), obtenemos Z = \Y + AY.
Para la magnetizaciéon por espin, hacemos uso de la invarianza traslacional del
sistema, para escribir (haciendo refrencia al sitio “I”),

1 19
()p = N ;%M = N?ylnz'

Usando p— < p4, se muestra facilmente que en el limite deseado, la expresién anterior
se reduce a

1 0y
A_A,_ 8y '
Se sigue entonces que
sinh y

e



ProgrEmA # 4 e ]

S

Un oluwbye vecto nuy ““%‘

\ ww “1oop” cunidrndn de
lerdo O Se entuntntven locali~
20005 cowo S€ unves v~ e s
o f.laus\‘h 4I
‘ro-u\—o o¢ el alowave cow-o

ox el looe cvtens\on s

Q(V\{‘N"e

Fwcwenteo Ll Juwexio webo que oclue sobre el looe.

B

'éO\\p(’:b'\h:

—

= EA-} fe+ -F:-I—-T.:b A G

Y
E:Ig(djxa) o SL
ABCD T__? b4 D 3
- &

B es <\ com-pa wmgue bzo fxoév-:.{éo pov el alowbre recko

Ae xu.éio g M—o C!W\VA.AD

=> C.' Covmmivnd Civiwnlov

ew ¢\ e\‘\t z

&&éj = Mo X eny = Mol _é: Be(8) &)
& dl - gdcbd;

Mo X &S

=> 2ug Bz Me T =5 R(Z: 222




QI; +§cli: +§é§
ew I8 AI:+iJJ:4$Jl
enC: d1=-9dd = 49dg
e B diEr 2l it ds

Ftex |

Ew A: d1xB8: Bdo (§x&) = 2 Bdg
Ew B: d1xBz RBd2(£xd):= Bdz (-8)
Ewd: dirls = Bdg('§%3>)= Rds 2
Ew~D: dixB - 8&%(2)&&3): RBd2(-5)

?:'A:Ié‘jtsdg Ec:Ié‘SBAg
A c

v SiTecevvn oev-tS"'U\

SBJS = - S@AS &2 E\ ¢owiws ye Xecovre
< A

- FC: -FA . s, %C e







4

PromLEMA # F -

§ s Eg"‘h'

b °s R“Cﬁ'&t\\'os de woberval
cownduc Yoy eskun sepuvades
EDV e 818 oo dagxu&-bu
- e\ ‘“W Ctuh}b\\.u.\ (Lcu-—o s €
Waorrth Ty e Lo e{dw\&).
A\

c\ bew-lsgeno cv-ef.n‘aq B8 bk \\___,,/

O W\ (ao\'cv-u‘o.\ Cuws Faw e §°

E\ Lgu.\‘.sfcvx‘u ingexioX es wowbevldo
O “w Fo\’ewtiml §=O. @ : Q,

.(u\tg\t el eo\-cutsl @(7) pove Wi > R

b{bg\a{owtkn ‘OS &e\“;ms %% CO-C W WaerS v»f(&e f-_‘v.e 4/‘1
colcale L Q)\Q\(:'\.h». cndon Fexwivan de @(“).

’S_Q\U(\.O'V
E‘ P°\'¢V~u'o-\ @(;) - D ?w‘ﬂ Yy =0

Lo €atwo Stvxtvo.\ de lo salucion  al ewu\o\f.w de \-»g-\wc
ewntl ¢S50 Gi\.h*\"‘-’\ es

0o
§(‘-e): JZ;O(A“‘ +—%‘%A->P‘(Cose)

=D AJZO faox Condicsones (A8 fronteve en (sg\‘m'\'o
P

= @_(\.6): Z Ef‘ ?1((059)

A=©

éo Oée<“/2

o TwWL£e<n

D (:r.0) = @JO&-&




?ot oryas lo 50:

= B
@(w:?,e); Z : P,ftose) = @ofe)
R0 R‘l

>\

B} 5a¥
> B (; “é P.. (co58)senpdO
Z Tz_‘“'—‘ P‘_((cse)Pr [‘DSQ) SchJO: . .(9) (s
1:z0 g
(3
z
T
~ g - =
= Z By 3 S $,(6) ‘\31‘ (¢os@ ) seno d0
R (21+4) o

1]
By 12- R (s +1 ) Saéo(e)'ﬁ(cose) ce-0 dO

——

‘G M J¥ e
g = 3 é. ’l? (21*1) P.l (cos0 ) sene dO
)

L‘ é(‘): ZE‘—P‘Q((“Q) il

‘_l*\

A=0
J

R —————

K=(os8 ; é)ﬁ:~$tv~eié =0 —» Xz 4

4
=% | (Sgic :'i io Vi (244—1}5 Prx)dx



6

P(x)- 1 ety Xz Palx)r ;_. (3x%-1); ?;tx):glsx‘.u)
;
So Polr) dx = SAJx: 4
i 4
§ Poodes § xdx
1 )
S Bx)dx: %5(3"1'1)4)‘ T o0
" ;
S Px)dx= 3 S.,(S x*-3x)dx=-Yg
Bo: éoz’%; Eol_éoi?z;:‘% J Bl:éowzg‘o
L 44 1
B_‘- @o i .z_a.(- /g)

@ (X)= @o\/% (.‘f.) 4% (,g.)la:se - % %)4(56.5’0- 3(«9)}
et




ProzlEMA # 27T

COwt\' AO\(. 0‘ A0 g\e\o c\o&(co dt (EETN o."uu-o Je “'\s A‘o%ev\o'-
uw fleckown g« bitaete ew bxoyecYowo circulor de xodio
O A ?‘o\’om . Estine cuwmnto kK tu-po bov den gt Ce\ueﬁﬁt

este otowna.
(A"vsu—» G L lo- #o(wu\u dt L&\MO( S v-.\.'du tw es ke
CownVexto ). P— )*0‘4201
6WCL

gél»((h'\n:

N E\ eleckion O\L\‘\‘w o\ \f.acL‘OK del ?voioa Jeb;éb o oo
‘?wt!'{,o. aXrockive Ae (oo-\uwsb

{ e’ vy
: : Moo= ™
F = qr€o \? X
1 e’ ~g
-~ -VZ = — N" ~N
=> o= Y/ 4méo ™M YE a2 wMermp 2

E-H+U  Pe-SE -3 (s )

A e‘ 4 cz2
« - - -
N G €c MY - K g €o X
B Ry (: 2 1) T P
T dues (Y \ T & KRN Y




B — e - ———— e

WA BX ikl | el 113 et
% 2T T &RE (4-1160_)z W\; ¢

2 dx Mmoo A4 et

T E e e e mER

dv 1 e® 2
JE TR vkt fonp i/ 3T
A
L— Cléo €«— Cz;;‘:zo
T
dy _ A € > et |
st eMEE 2T € Mel
2o Mol \7 e d
A\-: - WL P X X
g ST
Mel
dl—:"d:-l((z“6° - ) S\Zch
et
o d
ZKGOMQC -~ { 2
=i = NP l
¢ et ) 3 X d
2
A - C(zvéovv\ec ) 43
el
(‘u;w.\&éo s€ d\ocown ™oL N OS ‘(10-\\'8'“85 =5
- i\
T a0 1O . S LVw atouo closico salo duravcen

oS Po‘os e \(o S€ dsq.\..éo S



PRoZLEMA H 4

Dodes = A,..:(b,?\.) ¢ "Fru:b,sAu°vaJ«
b}u: (ao.v) 7 Ao: 3

3x°  cat
© Ex/e Ey/c Ei
Fr\l = |-Bf O = Bg B’

-Ey/e 132 O r8x
-Ez/ -\3\, Bx O
0~) Dewoes Fre ¢ e BJ« Fuq"-" BV ¥Tf‘ + bq- F,-v =)

b) Dewwestre q 2 :S)u.¥vq' 4+ dy Fq,r-f }0?"” -0
€s equivelente o

V- R =0
QE.L’V;E. =0
bl g
Sb\u(téh;

LO") Bf 1");‘- + du -‘qu-F av-fru =0

O (30 Av- 3¢ Au ) + 5y (3¢ An- OnAr )+ 3¢ DaAu-duA,)
= DpduPT = DI AU 40 O AL - DudF AT AU i

i) |6



A0

(bs Qeto“‘hbbs ‘OS J.\fe\f.h"g coS0S e*‘(u\ j-‘\' u' Vv
/4?—0,\):—0,?1':0 —> T oGl .= BO:=q )

Hr=o, Vz oL Wiz Bo F;;-\'B;F'.O-PB'.E:'. S
1—-:0 ro‘. :-tio

=> QO:=p «
M=4, L2, T:3
D F atd- A Fl, +osF. 3o
I (-Bx) +dy (-By) +d:(-Bz) = 0

—

AXB}+A\'B\'+3-EB; :(E.B:Q /

Mo Vizy ; Ky (igi )
.‘:j ) :}:2 30 ¥|2 ¥ bi on - - BZ :01. = 0O
-5%, (" Ba) +d5 (- Bz )ady (B2 )0

282 4 (dxEy -9yEr) =0
% I (uxE)s

.‘:1'3’-3 Bo;-:s ¥ 21 Fi5 423 ¥os =0

%%JF + Ox )+ d:(Bxy ) =0

ZL;’-;’- N VNSRBI
= (Uxé)v




. =

i A
= 3:3 B ¥
o 13-})2?30453&:’0

>
m(_3x>+Bv(-EZ/C)J-b;(E‘//‘):O

2
2 (Ba )+ (daky - 39Fa) =0
2 (UxE)x

38, s
gt + (9= E)z =0

o B
Q- E
x +(V%E)1:°

o Bx T
St + (VKE))( <0

> 8 g
,7.+VXE:O‘//






