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Responda todas las preguntas usando únicamente el material provisto por el
instructor. Procure responder de forma ordenada indicando todos los pasos en
su procedimiento. Incluya diagramas e identifique los parámetros a tener en
cuenta.

Pregunta 1 Neutrones fácilmente penetran bloques gruesos de Plomo; en cambio, son
absorbidos más eficientemente por agua u otro material con alto contenido de Hidrógeno.

1. [ 20 Puntos ] Explique este fenómeno usando solamente argumentos de mecánica
clásica.

Solución: Considere un neutrón colisionando con un átomo. En cada colisión, los
neutrones pierden cierta cantidad de enerǵıa cinética. Asumiendo que la colusión es
elástica y central la cantidad de enerǵıa perdida viene dada por:

mv20
2

=
MV 2

2
+

mv2

2
(1)

mv0 = MV +mv (2)

donde m y M son las masas del neutrón y el átomo respectivamente. y v0 y v son
las velocidades inicial y final del neutrón. V es la velocidad del átomo después de la
colisión. Reescribiendo:

v20 � v2 =
M

m
V 2 (3)

v0 � v =
M

m
V (4)

Entonces:

V =
2

↵ + 1
v0, (5)

con ↵ = M/m. La enerǵıa cinética del átomo después de la colisión es entonces:

Ef

k

=
1

2
MV 2 (6)

=
Mv20
2

4

(↵ + 1)2
(7)

= 4
↵

(↵ + 1)2
Ei

k

(8)

= 4
Ei

k

↵ + 2 + (1/↵)
(9)

Claramente, ya sea que ↵ ! 0 o ↵ ! 1, Ef

k

! 0. Entonces, el máximo de Ef

k

corresponde al mı́nimo de ↵ + 2 + (1/↵), lo que corresponde a ↵ = 1, o que es lo
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mismo, a M = m, por lo que la enerǵıa cinética del átomo estará en su máximo y
Ef

k

= Ei

k

. Para el hidrógeno y el neutrón, ↵ ⇡ 1 y esto explica el porque materiales
con alto contenido de hidrógeno son muy eficientes deteniendo neutrones.
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Pregunta 2 Considere una part́ıcula en presencia de un campo magnético.

1. [ 10 Puntos ] Verifique la siguiente transformación canónica.

X = 1p
m!

�p
2P1 sinQ1 + P2

�
Y = 1p

m!

�p
2P1 cosQ1 +Q2

�

P
x

= 1
2

p
m!

�p
2P1 cosQ1 �Q2

�
P
y

= 1
2

p
m!

��p
2P1 sinQ1 � P2

�

Solución: Siendo, H = H(Q,P ) el nuevo Hamiltoniano, entonces:

Q̇
i

=
@H
@P

i

Ṗ
i

= � @H
@Q

i

Además sabemos que

[Q
i

, Q
j

]
q,p

= 0

[P
i

, P
j

]
q,p

= 0

[Q
i

, P
j

]
q,p

= �
i,j

Haciendo ↵ = 1/
p
m!, tenemos:

[X,P
x

]
Q,P

=
@X

@Q1

@P
x

@P1
� @P

x

@Q1

@X

@P1
+

@X

@Q2

@P
x

@P2
� @P

x

@Q2

@X

@P2

= ↵
p
2P1 cosQ1 · 1

2↵

1p
2P1

cosQ1�
✓
� 1

2↵

p
2P1 sinQ1

◆
↵
sinQ1p
2P1

�↵

✓
� 1

2↵

◆

=
1

2
+

1

2
= 1

Adicionalmente,

[X,P
y

]
Q,P

=
@X

@Q1

@P
y

@P1
� @P

y

@Q1

@X

@P1
+

@X

@Q2

@P
y

@P2
� @P

y

@Q2

@X

@P2

= ↵
p

2P1 cosQ1

✓
� 1

2↵

p
2P1 sinQ1

◆
�
✓
�
p
2P1

2↵
cosQ1

◆
· ↵sinQ1p

2P1

= 0
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Se espera que el estudiante calcule todos los conmutadores de manera que mues-
tre que

[Y, P
x

]
Q,P

= 0

[Y, P
y

] = 0

2. [ 10 Puntos ] Encuentre las ecuaciones de movimiento de Hamilton para una part́ıcu-
la moviéndose en un plano en presencia de un campo magnético H descrito por el
vector potencial

A =

✓
�Y H

2
,
XH

2
, 0

◆
,

en términos de las nuevas variables Q1, Q2, P1, P2 y usando ! = eH/mc.

Solución:

p
x

= P
x

� e

c
A

x

p
y

= P
y

� e

c
A

y

El Hamiltoniano es entonces

H =
1

2m

⇣
P
x

� e

c
A

x

⌘2
+

1

2m

⇣
P
y

� e

c
A

y

⌘2

=
1

2m

�
P 2
x

+ P 2
y

�� e

mc
(P

x

A
x

+ P
y

A
y

) +
e2

2mc2
�
A2

x

+ A2
y

�

Remplazando por las transformaciones dadas en la parte 1, se llega a que

H = !P1,

de manera que H no depende de Q1. Q2 y P2. Entonces:

Q̇1 =
@H
@P1

= !

Q1 = !t+ ↵,

donde ↵ es la fase inicial.

Ṗ1 = � @H
@Q1

= 0

P1 =
E

!

También se tiene que:

P2 = P20 =
p
m!X0
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Q2 = Q20 =
p
m!Y0.

Las condiciones iniciales definen X0 y Y0. Escribiendo en términos de las varia-
bles X, Y , p

x

y p
y

:

X =
p

2E/m!2 sin(!t+ ↵) +X0

Y =
p

2E/m!2 cos(!t+ ↵) + Y0.

p
x

= P
x

� e

c
A

x

=
p

mE/2 cos(!t+↵)�m!

2
Y0+

1

2

eH

c

p
2E/m!2 cos(!t+↵)

+
1

2

eH

c
Y0

=
p
2mE cos(!t+ ↵) = p0 cos(!t+ ↵)

Similarmente,

p
y

= �p0 cos(!t+ ↵)
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Pregunta 3 Una masa puntual m está sujeta a una cuerda delgada y sin masa en un
extremo. El otro extremo de la cuerda esta atado a un cilindro fijo de radioR. Inicialmente,
la cuerda no esta tensionada, y está enrollada alrededor de una sección transversal circular
del cilindro. No hay fuerzas externas actuando, excepto, un impulso en t = 0 dirigido
radialmente hacia afuera que da a la masa m una velocidad inicial v0. Este impulso causa
que la cuerda se desenrolle como lo ilustra la figura (izquierda). El punto P es el la
posición inicial de la masa, y Q denota el punto de contacto instantáneo entre la cuerda
y el cilindro.

P

Q

R

✓

S

v

m

P

Q

R

✓

�

S

v

m

Figura 1: Izquierda: Esquema pregunta 3.1 y 3.2. Derecha: Pregunta 3.3 y 3.4

1. [ 5 Puntos ] Encuentre el Lagrangiano y la ecuación de movimiento en términos
de la coordenada generalizada ✓ como una función del tiempo, y que satisfaga las
condiciones iniciales.

Solución: El langragiano usando coordenadas cartesianas y expresadas en térmi-
nos de ✓ y ✓̇ viene dado por:

L =
1

2
mR2✓2✓̇2 (10)

La ecuación de movimiento es:

d

dt

⇣
✓2✓̇2

⌘
� ✓̇2✓2 = 0 (11)

o,

✓2✓̈ � ✓̇2✓ = 0. (12)

Para ✓ 6= 0,

d

dt

⇣
✓✓̇
⌘
=

d2

dt2

✓
✓2

2

◆
= 0, (13)

Page 7 of 13 – EXAMEN DE CONOCIMIENTOS (2017-01)



La solución de esta ecuación es ✓2 = 2At+B. Sabiendo que ✓(0) = 0 y

L0 =
mv20
2

, (14)

es decir, ✓(0)✓̇(0) = v0/R, entonces, B = 0 y A = v0/R. Entonces,

✓ =
p

2 (v0/R) t (15)

2. [ 5 Puntos ] Usando las solución anterior, encuentre el momento angular de la masa
m alrededor del centro del cilindro. ¿Se conserva? ¿Por qué? ¿Se conserva la enerǵıa
mecánica?, ¿Por qué?.

Solución: El momento angular L alrededor del centor del cilindro es:

L = mr ⇥ v = mlv0ê = mR✓v0ê = m
q

2v30Rtê

El momento angular no se conserva ya que hay un torque debido a la cuerda
conectada al cilindro; la enerǵıa sin embargo, se conserva porque la fuerza que
actúa en la masa m es siempre perpendicular a su velocidad:

E = L =
m

2
R2✓̇2✓2 =

mv20
2

3. [ 5 Puntos ] Ahora considere una nueva situación en la cual el cilindro es hueco
de masa M (con el mismo radio R) que puede rotar libremente a medida que la
masa se mueve y se desenrolla la cuerda. El ángulo � mide la posición de P con
respecto al eje vertical (ver figura, derecha). Escriba el Lagrangiano en términos
de las coordenadas generalizadas ✓ y �. Identifique dos cantidades conservadas y
expréselas en términos de ✓ y �.

Solución: Es claro que en el punto de contacto, la cuerda y el radio son siempre
perpendiculares. Entonces:

L =
1

2
mR2�̇2 +

1

2
mR2✓2(✓̇ + �̇)2 +

1

2
MR2�̇2

L =
1

2
(m+M)R2�̇2 +

1

2
mR2✓2(✓̇ + �̇)2

Usando

P
�

= @L/@�̇ (16)

se obtiene:

(m+M)�̇+m✓2(✓̇ + �̇) = 0 (17)
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La enerǵıa se conserva también, entonces:

E =
1

2
(m+M)R2�̇2 +

1

2
mR2✓2(✓̇ + �̇)2 =

1

2
mv20 (18)

4. [ 5 Puntos ] Resuelva para ✓(t). ¿En qué sentido gira el cilindro?

Solución: Usando (17) tenemos:

�̇ = � ✓̇✓2

✓2 + 1 + (M/m)
(19)

Substituyendo (19) en (18):

✓
1 +

M

m

◆
✓̇2✓4

[✓2 + 1 + (M/m)]2
+ ✓2

 
✓̇ � ✓̇✓2

✓2 + 1 + (M/m)

!2

=
v20
R2

(20)

Remplazando ↵ = 1 + (M/m) y � = v20/R
2, se llega a lo siguiente:

✓̇2✓2

✓2 + ↵
=

�

↵
(21)

Integrando la ecuación anterior resulta en:

p
✓2 + ↵ =

p
�/↵ + C

y

✓2 =
�

↵
t2 + 2

p
((�/↵)Ct+ C2 � ↵

De la condición inicial ✓(0) = 0, tenemos que C2 = ↵, entonces:

✓ =

q
(�/↵)t2 + 2

p
�t

Entonces, remplazando los valores de ↵ y � llegamos a :

✓ =

s
v20t

2

R2(1 + (M/m))
+

2v0t

R

Si se hace tender M/m ! 0 (como el el caso del cilindro fijo) este resultado se
reduce al del punto 1. El cinlindo girará en la dirección opuesta a la dirección
en que se desenrrolla la cuerda. En (19) se ve que si ✓̇ > 0, entonces, �̇ < 0.
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Pregunta 4 Un péndulo triple consta de tres masas ↵m,m ym atadas a una sola cuerda
muy delgada a distancias a, 2a y 3a respectivamente, medido desde el punto donde cuelga
(ver figura).

a

↵m

a

m

a

m

g

1. [ 10 Puntos ] Determine el valor de ↵ tal que una de las frecuencias normales del
sistema sea igual a la frecuencia de un péndulo simple de longitud a/2 y masa m.
Asuma que los desplazamientos de las masas alrededor de sus puntos de equilibrio
son pequeños.

a

↵m
�1

a

m

�2

a

m
�3

g

Solución: Escriba el Langragiano del sistema usando las coordenadas �1, �2, y
�3 (ver figura).

x1 = a sin�1

x2 = a(sin�1 + sin�2

x3 = a(sin�1 + sin�2 + sin�3

y,

y1 = a cos�1

y2 = a(cos�1 + cos�2

y3 = a(cos�1 + cos�2 + cos�3
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Entonces, usando la aproximación de ángulo pequeño tenemos:

T =
↵m

2
(ẋ2

1 + ẏ21) +
m

2
(ẋ2

2 + ẏ22) +
m

2
(ẋ2

3 + ẏ23)

⇡ ↵ma2

2
�̇2
1+ ⇡ ma2

2

⇣
�̇2
1 + �̇2

2 + 2�̇1�̇2

⌘

+
↵ma2

2

⇣
�̇2
1 + �̇2

2 + �̇2
3 + 2�̇1�̇2 + 2�̇2�̇3 + 2�̇1�̇3

⌘

Para el potencial tenemos:

V = �↵mgy1 �mgy2 �mgy3

⇡ 1

2
mga↵�2

1 +
1

2
mga

�
�2
1 + �2

2

�
+

1

2
mga

�
�2
1 + �2

2 + �2
3

�

Donde usamos:

sin�
i

⇡ �
i

cos�
i

cos�
j

+ sin�
i

sin�
j

= cos(�
i

� �
j

) ⇡ 1

El Langragiano es:

L = T � V

=
ma2

2
{(↵ + 2)�̇2

1 + 2�̇2
2 + �̇2

3 + 4�̇1�̇2 + 2�̇1�̇3 + 2�̇2�̇3

� !2
0

⇥
(↵ + 2)�2

1 + 2�2
2 + �2

3

⇤}

Donde !2
0 = g/a. Las ecuaciones de movimiento son entonces:

(↵ + 2)
h
�̈1 + !2

0�1

i
+ 2�̈2 + �̈3 = 0

2�̈1 + 2�̈2 + 2!2
0�2 + �̈3 = 0

�̈1 + �̈2 + �̈3 + 2!2
0�3 = 0

Con soluciones de la forma �
i

= A
i

ei!t y haciendo !2/!2
0 = � llegamos al

determinante:

det

������

(↵ + 2)(�� 1) 2� �
2� 2(�� 1) �
� � �� 1

������
= 0
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Buscamos un modo donde !2 = 2g/a, entonces � = 2 y el determinante queda
de la forma:

det

������

(↵ + 2) 4 2
4 2 2
2 2 1

������
= 0

Donde claramente ↵ = 2 es la solución.

2. [ 10 Puntos ] Encuentre el modo correspondiente a esta frecuencia y dibújela.

Solución: El modo puede ser encontrado calculando:

0

@
(↵ + 2) 4 2

4 2 2
2 2 1

1

A

0

@
A1

A2

A3

1

A = 0

Lo que resulta en A3 = �2A1 y A2 = 0. Entonces, el modo correspondiente a
! =

p
2g/a es (ver figura):

0

@
�1

�2

�3

1

A ⇡
0

@
�
0

�2�

1

A = 0

a

↵m
�

a

m

a

m
2�

g
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Pregunta Puntos Nota

1 20
2 20
3 20
4 20
5 20

Total 100

——— Fin del examen. Buena suerte! ———
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Universidad de los Andes-Departamento de F́ısica
Examen de Conocimientos: Mecánica Estad́ıstica

Lunes 17 de julio de 2017

1. Un sistema aislado consta de N osciladores armónicos unidimensionales (clásicos),
cada uno de masa m y frecuencia de oscilación ω, de tal forma que la enerǵıa total
del sistema se puede escribir como:

E =

N∑
n=1

(
p2n
2m

+
1

2
mω2q2n

)
.

(a) Usando el ensamble microcanónico, calcule la entroṕıa del sistema.
(b) Use el resultado de la parte (a) para calcular el calor espećıfico CV .
(c) Comente su resultado.

SOLUCIÓN:

(a) Dividiendo la expresión para la enerǵıa entre E y definiendo variables xi =
pi/
√

2mE (para i = 1, . . . , N) y xi = qi/
√

(2E/mω) (para i = N + 1, . . . , 2N),
obtenemos la ecuación de una esfera 2N -dimensional. Al realizar la integral en el
espacio de fase, tendremos un elemento de volumen de la forma dq1 . . . dqNdp1 . . . dpN
que, con el cambio de variables, genera un factor de la forma

(2mE)
N/2

(
2E

mω2

)N/2
=

(
2E

ω

)N
.

Como el número de microestados es esencialmente proporcional al volumen de la
hipersuperficie del espacio de fase compatible con las condiciones de enerǵıa, vemos
que la entroṕıa estará dada por el (kB veces) el logaritmo de este coeficiente, más
un término que depende de N , más no de E. Haciendo uso de una constante h que
determina el tamaño de la celda básica en el esapcio de fase, obtenemos:

S = NkB ln

(
E

hω

)
+ f(N).

(b) Haciendo uso de la definición de la temperatura en función de la entroṕıa, se sigue
inmedatamente del numeral anterior que en este caso la enerǵıa interna es U = NkBT
y, por lo tanto, CV = NkB .

(c) Una primera observación es que la enerǵıa total que se obtiene como resultado
obedece el teorema de equipartición (debido al carácter cuadrático de Hamiltoniano) y
esto se ve también reflejado en el valor de la capacidad caloŕıfica. También es relevante
observar que, al ser una constante, CV no tiene el comportamiento requerido a bajas
temperaturas. EL comportamiento correcto solo se puede obtener a partir de una
descripción cuántica.

1



2. Un cierto “gas” es descrito por la siguiente relación fundamental:

S

R
=
UV

N
− N3

UV
,

donde N representa el número de moles, U la enerǵıa interna y V el volumen (R
es una constante). Inicialmente se tienen N1 = 1 moles de este gas en un cilindro
cerrado y aislado térmicamente, a una temperatura T1 (subsistema 1) y N2 = 4 moles
del mismo gas, en otro cilindro (este también cerrado y aislado), a una temperatura
T2 (subsistema 2). Los volúmenes de los cilindros son tales que la densidad del gas es
la misma en ambos cilindros (llamar ρ = N/V a dicha densidad). A continuación, los
dos cilindros se ponen en contacto, a través de un muro diatérmico e impermeable, y
se espera a que el sistema alcance el equilibrio térmico.

(a) Encuentre el valor de la enerǵıa interna del subsistema 1, Ueq1 , y exprésela en
función de la enerǵıa total (Utot) del sistema.

(b) Encuentre la temperatura de equilibrio y exprésala en términos de ρ, R, T1 y T2.

SOLUCIÓN:

(a) Primero que todo, dado que la densidad es la misma para ambos subsistemas,
tenemos N1

V1
= N2

V2
⇒ V2 = 4V1. Por otro lado, la entroṕıa total del sistema es la suma

de las entroṕıas de los subsistemas 1 y 2:

S = S(1) + S(2).

Como la enerǵıa total es constante, tenemos una ligadura (Utot = U1 + U2) que
podemos aprovechar al calcular el estado de equilibrio. Aśı que tenemos:

S = S(1) + S(2) = R

(
U1V1
N1

− (N1)3

U1V1

)
+R

(
U2V2
N2

− (N2)3

U2V2

)
= R

(
U1V1 −

1

U1V1

)
+R

(
U2V2

4
− 43

U2V2

)
= R

(
U1V1 −

1

U1V1

)
+R

(
(Utot − U1)V2

4
− 64

(Utot − U1)V2

)
.

Según el principio de máxima entroṕıa, el estado de equilibrio es aquel que corresponde
a los valores de las variables de estado que den lugar al máximo valor de la entroṕıa,
teniendo en cuenta las ligaduras del problema. En este caso la ligadura de enerǵıa ya
ha sido tenida en cuenta, aśı que el estado de equilibrio está determinado por el valor
de U1 que maximice la función

S(U1) = R

(
U1V1 −

1

U1V1

)
+R

(
(Utot − U1)V2

4
− 64

(Utot − U1)V2

)
.

Calculando dS
dU1

= 0 obtenemos la solución positiva

Ueq1 =
1

5
Utot. (1)

2



(b) Temperatura de equilibrio, en términos de ρ,R, T1 y T2.
Tenemos:

1

T
=
∂S

∂U
= R

(
V

N
+

N3

U2V

)
.

Si las enerǵıas iniciales de los 2 subsistemas se denotan U1 y U2, entonces de la relación
anterior obtenemos (i = 1, 2):

Ui =
Ni√
1

ρRTi
− 1

ρ2

.

Por lo tanto, la enerǵıa total del sistema es

Utot =
1√

1
ρRT1

− 1
ρ2

+
4√

1
ρRT2

− 1
ρ2

. (2)

La temperatura de equilibrio se puede escribir en términos de Ueq1 :

1

RTeq
=

1

ρ
+

ρ

(Ueq1 )2
. (3)

Pero Ueq1 = Utot/5, de tal forma que

(RTeq)
−1 = ρ−1 + 25ρ

((
1

ρRT1
− 1

ρ2

)−1/2

+

(
1

ρRT2
− 1

ρ2

)−1/2
)−2

. (4)

3. Considere el modelo de Ising clásico en una dimensión espacial, cuya enerǵıa para
una configuración es espines {µi}i está dada por

E({µ}) = −J
∑
i

µiµi+1 −B
∑
i

µi.

(a) Obtenga, en la aproximación de campo medio, la función de partición de este
modelo.
(b) Use dicha función de partición para obtener una expresión para la magnetización
por esṕın del sistema.
(c) Considere ahora el caso B = 0. Hay una transición de fase? Si este es el caso,
cuál es la temperatura cŕıtica?
(d) Comente su resultado.

El siguiente gráfico puede ser de utilidad:
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SOLUCIÓN: Consultar, por ejemplo, la sección 20.2 de “Thermodynamics and
an Introduction to Thermostatistics” (H. Callen). Otra discusión detallada se puede
encontrar en este enlace.

4. Para el mismo sistema del problema anterior (usando condiciones de frontera
periódicas), recuerde que la matriz de transferencia del modelo es una matriz T tal
que Z = Tr(TN ), donde N es el número de sitios de la cadena de Ising.

(a) Usando las convenciones x = βJ y y = βB, verifique que la matriz de transferencia
está dada por

T =

(
ex+y e−x

e−x ex−y

)
.

Ayuda: considere expresiones de la forma exµiµi+1e
1
2y(µi+µi+1).

(b) Calcule los valores propios de T y haga uso de esta información para calcular la
magnetización por esṕın, en el ĺımite N � 1.

SOLUCIÓN:

(a) La función de partición está dada por la siguiente expresión:

Z =
∑
~µ

e(x
∑N

i=1 µiµi+1+y
∑N

i=1 µi).

Se puede ver claramente que Z está dada por una suma, sobre todas las configura-
ciones, de productos de la forma

exµiµi+1e
y
2 (µi+µi+1)

(un cálculo expĺıcito con N = 3 puede ser de utilidad para ver esto). Dado que las
variable µ solo toman los valores ±1, podemos identificar el ı́ndice “+” con “1” y el
ı́ndice “−” con “2”. De esta forma, podemos definir una matriz 2× 2 dada por

Tµµ′ := exµµ
′
e

y
2 (µ+µ

′).

Esta es justamente la matriz del enunciado y se puede verificar fácilmente que se
cumple Z = Tr(TN ). Por lo tanto, T es la matriz de transferencia de este problema.
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(b) Los valores propios de T están dados por

λ± = ex cosh y ±
√
e2x sinh2 y + e−2x.

Usando Z = Tr(TN ), obtenemos Z = λN+ + λN− .
Para la magnetización por esṕın, hacemos uso de la invarianza traslacional del

sistema, para escribir (haciendo refrencia al sitio “l”),

〈µl〉β =
1

N

N∑
i=1

〈µi〉β =
1

N

∂

∂y
lnZ.

Usando µ− < µ+, se muestra fácilmente que en el ĺımite deseado, la expresión anterior
se reduce a

1

λ+

∂λ+
∂y

.

Se sigue entonces que

〈µl〉β =
sinh y

sinh2 y + e−4x
.
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