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PROBLEMA 1. PENDULO SEMI-ESFERICO.

La figura muestra un péndulo semi-esférico de longitud constante b, atado a un extremo fijo en
el punto O representado por el area sombreada. El movimiento del péndulo estd descrito por la
variacién de los angulos a y ¢. Con base en esta informacién, halle:

a.) (5 puntos) La expresién de energia cinética.

b.) (3 puntos) La expresién para la energia potencial.
c.) (2 puntos) El Lagrangiano del sistema.

d.) (5 puntos) El Hamiltoniano del sistema.

e.) (5 puntos) Los momentos generalizados.
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PROBLEMA 2. ACELERACION DE CORIOLIS

Un candn estd localizado en un punto de la tierra a un dngulo polar 6, como se muestra en la
figura. El barril del cafién hace un dngulo « con la horizontal y apunta hacia el este.

a.) (5 puntos) Para un disparo de este candn, halle una expresién para la velocidad de la bala
asumiendo que la tierra estd estdtica. Tenga en cuenta que la bala sale con una velocidad inicial
Vo.

b.) (15 puntos) Halle la expresién para la aceleracién de Coriolis, teniendo en cuenta que la
velocidad angular de la tierra estd dada por & = —wsenfz + wcosfz, donde Z y Z representan los
vectores unitarios relacionados con el sistema coordenado mostrado en la figura.
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PROBLEMA 3. PENDULO CON RESORTES.

Para el péndulo mostrado en la figura, el punto de suspensién (punto negro) se puede mover en
direccién horizontal. Cada resorte mostrado tiene constante %k

a.) (10 puntos) Halle el Lagrangiano del sistema.
b.) (5 puntos) Halle las ecuaciones de movimiento.

c.) (10 puntos) Halle la ecuacién de movimiento para oscilaciones pequeiias y dé una inter-
pretacién fisica del resultado. '

d.) (5 puntos) Halle el Hamiltoniano y los momentos generalizados del sistema.




£ ] Universidad de

Jlos Andes

Doctorado en Ciencias - Fisica
Examen de Conocimientos - 2015 - 2

Mecanica

PROBLEMA 4. CORCHETES DE POISSON

Sean F'y G dos funciones arbitrarias cuyo corchete de Poisson, [F, G|, ,, se define en términos de
las coordenadas generalizadas ¢; y p;.

a.) (15 puntos) Si se realiza un cambio de coordenadas de la funcién G a un conjunto de
variables transformadas Qx y Px (G = G(Qy, Px)), las cuales mantienen la forma candnica de las
ecuaciones asociadas con F y G, demuestre que el corchete de Poisson se puede expresar como:

[F,Glop = Zk(aQ%[F’ Qklop + aa—pG;[F, Pelop)

b.) (5 puntos) Determinar el corchete de Poisson para F = ¢; y G = H, donde H es la funcién
Hamiltoniana. De igual manera, halle el corchete de Poisson para FF =p; y G = H.

c.) (10 puntos) Dé su interpretacién fisica de los resultados obtenidos en la parte (b) y discuta
la importancia de los corchetes de Poisson y sus aplicaciones en diversas dreas de la fisica.
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PROBLEMA 1. POTENCIAL EN LA SUPERFICIE DE UNA ESFERA.

El potencial sobre la superficie de una esfera hueca de radio R esta dado por:
Vo (8) = Vo{cosh (1 + 2cosf) — cos (26)},

donde V, es una constante y 6 es el angulo polar en coordenadas esféricas. Se desea hallar el
potencial eléctrico en cualquier punto del espacio.

a.) (3 puntos) Escriba explicitamente las condiciones de frontera que debe cumplir el potencial
eléctrico en este caso.

b.) (3 puntos) Escriba una ecuacion para expandir el potencial eléctrico, en todo punto del
espacio, en términos de funciones especiales que mantengan la simetrfa esférica y que cumpla con
las condiciones de frontera.

c.) (4 puntos) Expanda el potencial sobre la superficie de la esfera en términos de funciones
especiales que mantengan la simetria esférica.

d.) (10 puntos) Determine el potencial eléctrico dentro y fuera de la esfera.
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PROBLEMA 2. CONDENSADOR ESFERICO CON DIELECTRICOS

Un condensador consiste de una esfera sélida conductora de radio a y concentrica a un cascaron
esférico conductor delgado de radio b (b>a). El espacio entre la esfera y el cascar6n se llena con
dos materiales dieléctricos diferentes: existe un material con una constante dieléctrica K en la
region a<r<r; y uno con constante dieléctrica K, en la region r; <r<b. Existe una carga total Q
(-Q) distribuida uniformemente en el conductor interno (externo). Hallar:

a.) (5 puntos) El vector de desplazamiento eléctrico D en cada dieléctrico.
b.) (5 puntos) El campo eléctrico en cada dieléctrico.
c.) (5 puntos) La polarizacion P en cada dieléctrico.

d.) (5 puntos) La capacitancia del sistema.
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PROBLEMA 3. RADIACION DIPOLAR.

El modelo de radiacion dipolar es cominmente usado para describir la emisién de luz por atomos
o moléculas con dimensiones inferiores a 10 Angstrom.

a.) (10 puntos) Escriba explicitamente las aproximaciones que hay que usar para hallar los
potenciales en la zona de radiacion (aproximacion dipolar).

b.) (6 puntos) ;Es la aproximacién dipolar valida para emisién de luz visible? ;Para rayos X?
(Porqué?

c.) (14 puntos) Determine el potencial eléctrico retardado, en la zona de radiacion, para
un dipolo eléctrico conformado por dos cargas de signo opuesto que estan ubicadas en el eje z y
separadas una distancia d. El valor de las cargas oscila con el tiempo de acuerdo a Q(t)=Q gcos(wt).
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PROBLEMA 4. ONDAS ELECTROMAGNETICAS EN EL VACIO

Se desea estudiar la ecuacién que describe una onda electromagnética para un espacio vacio, libre
de cargas y corrientes.

a.) (4 puntos) Escriba las ecuaciones de Maxwell, en forma diferencial, que describen las condi-
ciones especificadas.

b.) (8 puntos) Use las ecuaciones de Maxwell para obtener las ecuaciones diferenciales (ecua-
ciones de onda) que deben seguir los campos eléctrico y magnético.

c.) (6 puntos) Un estudiante lanza la hipotesis que una posible solucién a la ecuacion de onda
es la siguiente: f (z,t) = Acos (a1t? + astz + azz?), Donde A y o;’s son constantes. ;Qué condi-
ciones deben cumplir los coeficientes o, as, ag para que la hipotesis del estudiante sea correcta?

d.) (12 puntos) Use las ecuaciones de Maxwell para obtener las ecuaciones de onda para los
potenciales magnético y eléctrico y determine el calibre que simetriza las ecuaciones de onda para
ambos potenciales.
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PROBLEMA 1. DISTRIBUCION CANONICA DEL HELIO.

La diferencia de energia entre el estado base y el primer estado excitado de un dtomo de helio es
20 eV. El estado fundamental corresponde a 1Sy y el primer estado excitado corresponde a 3Si.

a.) (3 puntos) En un gas en equilibrio térmico la ocupacién de un nivel de energfa €, es pro-
porcional a goe P con g, representa el degeneramiento del nivel. ;Cuél es el degeneramiento del
primer estado excitado del d4tomo de helio?

b.) (10 puntos) En un sistema de &dtomos de helio a 6000K: ;Qué fraccién de los dtomos se
encontrard en el primer estado excitado?® .

c.) (2 puntos) Dé su interpretacion fisica a este resultado.

! 1,:;/ =1,16 x 10°K, donde kg es la constante de Boltzman
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PROBLEMA 2. RESISTIVIDAD DE UN METAL.

El objetivo de este problema es deducir la dependencia de la resistividad de un metal con el
desplazamiento de los atomos. Para esto tenga en cuenta las siguientes indicaciones:

= La resisitividad de un metal a temperatura ambiente es proporcional a la probabilidad de
que un electrén se disperse por vibraciones de una red cristalina. Esta probabilidad es a su
vez proporcional al cuadrado del desplazamiento medio de los 4tomos.

= Se supone que cada d&tomo de masa m que se desplaza de su posicién de equilibrio es sometido
a una fuerza de atraccion central proporcional al desplazamiento del &tomo. En este caso las
interacciones entre los 4tomos.se consideran despreciables.

a.) (5 puntos) Haga el célculo de la resistividad considerando las vibraciones de la red cristalina
como osciladores clésicos.

b.) (10 puntos) Haga el cdlculo de la resistividad considerando las vibraciones de la red cristali-
na como osciladores cudnticos.

c.) (5 puntos) Del célculo cudntico deduzca los valores de temperatura donde la resistividad se
reduce al caso clasico y los valores de temperatura donde los efectos cudnticos son dominantes.
d.) (5 puntos) Discuta las diferencias entre el modelo cldsico y cudntico de la resistividad.
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PROBLEMA 3. CORRECCIONES CUANTICAS A LA ECUACION DE ESTADO

Considere fermiones o bosones, de espin S, no interactuantes en equilibrio termodindmico y libres
en un cierto volumen 2. Suponga que la temperatura y la densidad son tales que el cociente entre
las capacidades calorificas a presién y volumen constantes, -, es:

_( h >3<N>
= V2rmkgT Q7

donde h es la constante de Planck y kg es la constante de Boltzman. En este caso, el cociente entre
la longitud de onda de de Broglie y el volumen de las particulas es pequenio. Queremos calcular
correcciones cuénticas de orden £ (con & = e* y o = EBH_T donde pu es el potencial quimico) a la
ecuacion de estado de una gas perfecto clsico, para eso: ‘

a.) (10 puntos) Calcule la funcién de equiparticién

b.) (5 puntos) Halle el valor esperado del nimero de estados del sistema.

c.) (10 puntos) Calcule el limite de el valor esperado del nimero de estados del sistema a
grandes volumenes.

d.) (5 puntos) Determine la ecuacién de estado a primer orden en §.
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PROBLEMA 4. TEORIA DE CAMPO MEDIO PARA UN MATERIAL FERRO-
MAGNETICO

Considere el hamiltoniano de Heissenberg de espin 1/2 para una red cubica.

Hz—gz@-@+guB;é~@,

<i,j>

donde, J es la constante de interaccién entre espines y se asume mayor que cero, la suma <
i.j > indica que se realiza entre vecinos més cercanos, B es un campo magnético externo que se
asumird en direccién 2 y pp es el magnetén de Bohr. El factor 1/2 en el primer término se incluye
de tal manera que cada par de espines se cuente solo una vez. Cada sitio 7 se asume que tiene un
espin S; de valor S = 1 /2. El signo ”+"del segundo término proviene del hecho que la carga del
electrén es negativa, por lo tanto el momento magnético se opone a la direccién del espin.

a.) (5 puntos) Centre su atencién en un espin particular S y escriba un hamiltoniano efectivo
para el mismo, tratando las otras variables S_'; con j # 4 como valores esperados < .S; > y no como
operadores.

b.) (10 puntos) Los estados propios de B-S son £B/2 por lo que se tiene la funcién de particién:

7 = e PrBB/2 | bupB/2

con = 1/kgT. Calcule < S; > en términos de la temperatura y las variables fijas < S; > para
obtener una ecuacién de campo autoconsistente.

c.) (5 puntos) Determine la magnetizacién M = [M| en términos de < § > y la densidad de
espines.

d.) (5 puntos) Encuentre la susceptibilidad magnética a alta temperatura

_dM dM

X=GH T M

e.) (5 puntos) Para altas temperaturas encuentre la temperatura critica a la cual x diverge y
explique el significado fisico de la misma.
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FORMULAS GENERALES

1. Funciones de estado y relaciones de Maxwell

Energia interna: U dU =TdS — pdV
Entalpfia: H=U+pV |dH =TdS + Vdp
Energia libre: F=U-TS |dF =-SdT — pdV
Entalpia libre de Gibbs : | G=H — TS | dG = —SdT + Vdp

@), @), &).-(), @)@, &@),--G),

p

Op 191%
TdS =CydT + T ((9_T>Vdv y TdS =Cpdl - T <—a—7—;>pdp

2. Para un gas ideal:

1 [ ,1 p !

3. Valores esperados en términos de la funcién de particion.

__0In(2) _,+0In(Z2) _ . .0In(Z) L 20%In(2)
B = S p=kTSSS L S=kn(2) kg Oy = kP
_ _ 0In(Z) __,.p0In(2)
F = —kThn(Z) , N—————~—8a . = —kT AN,

4. Funciones hiperbdlicas que pueden ser de utilidad:

sinh(z) = ¢ _26
cosh(z) = ¢ +26
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PROBLEMA 1. PARTICULAS IDENTICAS.

Considere un sistema de dos particulas idénticas. Una de ellas estd en el estado individual |¢)
y la otra en el estado individual |x). Asumimos que |¢) y |Xx) son orto-normales. Suponga que
queremos medir, en cada una de las particulas, la cantidad fisica B que tiene asociados los estados
propios |u,) para una de las particulas y |u,/) para la otra. Es decir que matemdticamente tenemos

Bluy) = by|un) y Bluy) = b |un), (1)

donde b,, y b, son los correspondientes valores propios y asumimos que el espectro de B es discreto
y no degenerado.

a.) (5 puntos) Para el caso en que las dos particulas son bosones, calcule la probabilidad con-
junta, Pbsomes(b, b,), de medir el valor b, para una de las particulas y b, para la otra. Dé una
interpretacién fisica de este resultado.

b.) (5 puntos) Para el caso en que las dos particulas son fermiones, calcule la probabilidad
conjunta, Pfermiones(p b.), de medir el valor b, para una de las particulas y b, para la otra. Dé
una interpretacién fisica de este resultado y compare el resultado con el caso de bosones.

c.) (5 puntos) Para el caso en que las dos particulas son distinguibles, calcule la probabilidad
conjunta, Pdistinguibles(p b ) de medir el valor b, para una de las particulas y b, para la otra.
Dé una interpretacién fisica de este resultado y compare el resultado con el caso de bosones. Para
este caso, considere que el instrumento de medida es tal que aunque las dos particulas no son
idénticas, el aparato no es capaz de distinguir entre ellas.

d.) (5 puntos) Si|u,) y |un) son iguales, calcule Psones(b,, b,,), Pfermiones(p, b,
y pdistinguibles(p p ). Discuta la fisica detrds de cada uno de estos resultados.
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PROBLEMA 2. PARTIiCULA BAJO LA INFLUENCIA DE UN POTENCIAL
DELTA

Considere una particula de masa m cuyo Hamiltoniano, H, estd dado por

R _ h2 d2

H= —— —afb 2
donde o« es una constante positiva, h es la constante de Planck dividida por 27 y §(z) denota la
funcién delta.

a.) (5 puntos) Silas funciones propias de H se denotan por ¢(z), demuestre que la derivada
de estas funciones presenta una discontinuidad en x = 0 y demuestre que el valor de esa discon-
tinuidad es —2%%(0). A

Sugerencia : integre la ecuacion de valores propios de H entre —¢ y +¢ y luego aproxime € a cero.

b.) (5 puntos) Demuestre que, cuando la energia E < 0 (estado ligado),

p(z) = Ae” para x <0 (3)
o(z) = A ", para x >0 (4)
donde p = —2;1';E y A; y Ay son constantes.

c.) (5 puntos) Calcule el valor de la energfa del estado ligado en funcién de o, m y A.

d.) (5 puntos) La funcién de onda para el estado ligado, ¢(x), puede escribirse como

ole) = /T # (5)

Dibuje la densidad de probabilidad asociada a esta funcién de onda y calcule su ancho, Az, que
es correspondiente al FWHM (Full width at half maximum).
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PROBLEMA 3. METODO VARIACIONAL.

En este ejercicio se calculard la energfa del estado base del dtomo de hidrégeno utilizando el
método variacional y se comparard con el valor exacto, E§"*“* = —?Te;, donde m es la masa del
electrdn, e su carga eléctrica y A la constante de Planck dividida por 27 .

En el método variacional se escogen unas ”funciones de prueba” que dependen de un cierto nimero

de parametros. En este ejercicio, consideraremos como ”funciones de prueba” los estados

wa(r) =C(1 - g) para v < q, (6)

0a(r) =0 para T > Q. (7

En estas expresiones, C' es una constante de normalizacién y « es el pardmetro a optimizar usando
el método variacional.

a.) (14 puntos) Demuestre que, en las ”funciones de prueba”, el valor medio del hamiltoniano
del electrén,

5 h?v?  e?
=7 ®
puede escribirse como
- 5h2  5e?
)= et " 2 ®)

b.) (8puntos) De acuerdo con el método variacional, existe un valor éptimo para «, llamado
ap, que se encuentra al minimizar (H). Calcule el valor de o para el electrén en el dtomo de
hidrégeno y demuestre que ag = 4ay donde ay = mﬁ_:z corresponde al radio de Bohr.

c.) (8 puntos) (H) evaluado en aq constituye una aproximacién a la energfa del estado base
del sistema en consideracién. Sabiendo esto, calcule el valor de la energia obtenida por medio
del método variacional, discutido en este ejercicio, y compérelo con EgZ*“*°. Comente sobre el
resultado obtenido.
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PROBLEMA 4. MOMENTO ANGULAR PARA UN SISTEMA DE DOS PARTICULAS

Considere un sistema de dos electrénes. La energia del sistema depende de la orientacién relativa
de los dos espines, produciendo un termino de energia potencial en el hamiltoniano representado
por

J ~ N
ESI * 827 (10)

donde S; y S, son los operadores de espin para cada particula, J es una constante y A es la
constante de Planck dividida por 27.

a.) (8 puntos) Haciendo explicitamente el procedimiento para la adicién de momento angular,
calcule el estado singlete (|0,0)) y los estados triplete (|1, —1), |1,0), |1,1)) que se asocian a la
base de espin total (base acoplada) en funcién de la base desacoplada de spines individuales.

b.) (8 puntos) Demuestre que un operador de la forma dada en ecuacién (10) distingue entre
el estado singlete (|0,0)) y los estados triplete (|1,—1), |1,0), |1,1)) que se asocian a la base de
espin total (base acoplada).

c.) (8 puntos) Si el sistema se pone en contacto con un campo magnético de magnitud B en la
direccién z, la energia de interaccion entre los electrones y el campo se puede escribir como

%B(glék + g28s,), (11)

donde pp es el magnetén de Bohr, y g1 # go indican los correspondientes factores de Lande.
Considerando los dos términos de interaccién anteriores, escriba la representacién matricial de H
en la base de espin total de las dos particulas (base acoplada).

d.) (6 puntos) Demuestre que cuando AJ >> ugpB es conveniente trabajar en la base de espin
total (base acoplada) de las dos particulas.
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FORMULAS UTILES

1. Oscilador arménico, operadores escalera

an>=+vnn—-1> y d'ln>=vn+lin+1>

(12)

2.
Yi'(0, ) = (—1)m\/2l4—7t ! Z; :Z:;ieim‘pﬂm(cos 6) (13)
VP (r— 0,0+ 1) = (~1)YF(0, ) (14

3. Para los operadores de momento dngular J:

L Jmy >= 55 + DA, m; >

Je|Jmy >= /57 + 1) — m(m + 1)|J,m; +1 >

J_|J,m; >= ViG+1) —m(m—1)|J,m;—1>
[j-l—ajz] = —hj-i-

3 = =i

4. Matrices de Pauli
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Universidad de

los Andes

Doctorado en Ciencias - Fisica
Examen de Conocimientos - 2015 - 2

Mecanica estadistica

No se permite el uso de ninglin documento, libro o apuntes, ni el uso de ningin dispositivo
electrénico tales como celulares, reproductores de musica, computadores, tabletas, etc.

Duracién total del examen : 3 horas

PROBLEMA 1. DISTRIBUCION CANONICA DEL HELIO.

La diferencia de energia entre el estado base y el primer estado excitado de un dtomo de helio es
20 eV. El estado fundamental corresponde a 'Sy y el primer estado excitado corresponde a 3S.

a.) (3 puntos) En un gas en equilibrio térmico la ocupacién de un nivel de energia e, es pro-
porcional a goe~?*, con g, representa el degeneramiento del nivel. ;Cudl es el degeneramiento del
primer estado excitado del dtomo de helio?

b.) (10 puntos) En un sistema de dtomos de helio a 6000K: ;Qué fraccién de los atomos se
encontrara en el primer estado excitado?? .

c.) (2 puntos) Dé su interpretacién fisica a este resultado.

1——;— = 1,16 x 101K, donde kp es la constante de Boltzman

1[::
t\) ct o/\f) ;

So
a} =l ntvel p Hemne degmefmmf@n%: 3 (P'x, P%,P&)
b) LQ {mccto'v\ de é%mos cwe, Se encuentra @n el.
\)rtW\ev extado  exulado 25!
3 — P&y
PCS) _ 5
-P ( SD) ...l%Ei

e lleva ar D3 :_F3€”
v (75 2

2]



£, _ doxtlexiotk oo (2)
kg T CX 107 k.

P3Gy > 1.3x 017

):| estado excitado 6&\-0 ch'f‘ccomes/\-lﬁ vauo,
C%;ue, no e Sor\oranoev\{e ya que 20e\ = 24?)(
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Mecanica estadistica

PROBLEMA 2. RESISTIVIDAD DE UN METAL.

El objetivo de este problema es deducir la dependencia de la resistividad de un metal con el
desplazamiento de los dtomos. Para esto tenga en cuenta las siguientes indicaciones:

s La resisitividad de un metal a temperatura ambiente es proporcional a la probabilidad de
que un electrén se disperse por vibraciones de una red cristalina. Esta probabilidad es a su
vez proporcional al cuadrado del desplazamiento medio de los dtomos.

» Se supone que cada dtomo de masa m que se desplaza de su posicion de equilibrio es sometido
a una fuerza de atraccién central proporcional al desplazamiento del dtomo. En este caso las
interacciones entre los 4tomos se consideran despreciables.

a.) (5 puntos) Haga el cdlculo de la resistividad cousiderando las vibraciones de la red cristalina
como osciladores clésicos.

b.) (10 puntos) Haga el cdlculo de la resistividad considerando las vibraciones de la red cristali-
na como osciladores cudnticos.

c.) (5 puntos) Del cdleulo cudntico deduzca los valores de temperatura donde la resistividad se
reduce al caso cldsico y los valores de temperatura donde los efectos cudnticos son dominantes.
d.) (5 puntos) Discuta las diferencias entre el modelo clsico y cudntico de la resistividad.

Soh)o:o\r/\
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PROBLEMA 3. CORRECCIONES CUANTICAS A LA ECUACION DE ESTADO

Considere fermiones o bosones, de espin S, no interactuantes en equilibrio termodindmico y libres

en un cierto volumen 2. Suponga que la temperatura y la densidad son tales que el comente entre
las capacidades calorificas a presion y volumen constantes, v, es:

_ ( h ) <N
= V2rmkgT Q

donde h es la constante de Planck y kp es la constante de Boltzman. En este caso, el cociente entre
la longitud de onda de de Broglie y el volumen de las particulas es pequefio. Queremos calcular

correcciones cudnticas de orden § (con § = e® y a = £= donde p es el potencial quimico) a la
ecuacién de estado de una gas perfecto clésico, para eso:

a.) (10 puntos) Calcule la funcién de equiparticién
b.) (5 puntos) Halle el valor esperado del ntimero de estados del sistema.

c.) (10 puntos) Calcule el limite de el valor esperado del nimero de estados del sistema a
grandes volumenes.

d.) (5 puntos) Determine la ecuacién de estado a. prnnel orden en €,
Solvteh
)(Pom cal wlay [a f\muovx oL equl FaHm‘ " Jenemos

A —pn=-kTlnz
X —
Int=*2 ln(q1te r*"c"“‘) donde o< }AF

EXFUV\D\A‘UAJAD dq' lo %“"HW e
. ﬂk
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PROBLEMA 4. TEOR{A DE CAMPO MEDIO PARA UN MATERIAL FERRO-
MAGNETICO

Considere el hamiltoniano de Heissenberg de espin 1/2 para una red ciibica.

H=-33 & 5+oumy B8,

~ <ig>
donde, J es la constante de interaccion entre espines y se asume mayor que cero, la suma <
i.j > indica que se realiza entre vecinos mads cercanos, B es un campo magnético externo que se
asumird en direccién 3 y pp es el magnetén de Bohr. El factor 1/2 en el primer término se incluye
de tal manera que cada par de espines se cuente solo una vez. Cada sitio i se asume que tiene un
espin S; de valor S =1 /2. El signo " +"del segundo término proviene del hecho que la carga del
electrén es negativa, por lo tanto el momento magnético se opone a la direccién del espin.

a.) (5 puntos) Centre su atencién en un espin particular S; y escriba un hamiltoniano efectivo
para el mismo, tratando las otras variables S; con j # 4 como valores esperados < S; > y no como
operadores.

b.) (10 puntos) Los estados propios de B-§ son £B/2 por lo que se tiene la funcién de particién:

7 = e~PrBB/2 | PuaB/2

con 8 = 1/kgT. Calcule < S; > en términos de la temperatura y las variables fijas < §; > para
obtener una ecuacién de campo autoconsistente.

c.) (5 puntos) Determine la magnetizacion M = |M]| en términos de < § > y la densidad de
espines.

d.) (5 puntos) Encuentre la susceptibilidad magnética a alta temperatura

coaM o dM
N=3H T B

W
e.) (5 puntos) Para altas temperaturas encuentre la temperatura critica a la cual y diverge y
explique el significado fisico de la misma.

Ny
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FORMULAS GENERALES

1. Funciones de estado y relaciones de Maxwell

Energia interna: U dU =TdS — pdV
Entalpia: |\ H=U+pV | dH =TdS + Vdp
Energia libre: F=U-TS |dF = —-8dT — pdV
Entalpia libre de Gibbs : | G=H - TS5 | dG = -5dT 4+ Vdp

(&),=- (%),

TdS C\/(IT + T (

5),- (%), @).- &), G&),--G)
op)s \0S), \aT), \ov/;’' \aT/), \dp/r

ap

ov
(":)T)‘dv y TdS = CpdT — T( ) dp

or

2. Para un gas ideal:

T 1% T ,
S == Cy In (T0> + Rln <Vo) +Sm0 ¥ Sm=Cpln (ﬁ) Rln (10) + S50

3. Valores esperados en términos de la funcién de particién.

Oln(Z) dIn(Z) 8111( ) 202 1In(Z)
= — p=Fk =} vo=kB———
E S =T EIn(Z) — K=, Oy = kB
- _ 9In(Z) L 0In(Z)
Fo= —KT(2) , N="5=0 = -k

4. Funciones hiperbdlicas que pueden ser de utilidad:

) et —e™"
sinh(z) = 5
T -
cosh(z) = £ -:e

[S2]
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No se permite el uso de ningin documento, libro o apuntes, ni el uso de ningin dispositivo
electrénico tales como celulares, reproductores de musica, computadores, tabletas, etc.

Duracién total del examen : 3 horas

PROBLEMA 1. PARTICULAS IDENTICAS.

Considere un sistema de dos particulas idénticas. Una de ellas estd en el estado individual |p)
y la otra en el estado individual |x). Asumimos que |¢) y |x) son orto-normales. Suponga que
queremos medir, en cada una de las particulas, la cantidad fisica B que tiene asociados los estados
propios |u,) para una de las particulas y |u,/) para la otra. Es decir que mateméticamente tenemos

Blug) = by|un) y Blug) = bu|un), (1)

donde b,, y b, son los correspondientes valores propios y asumimos que el espectro de B es discreto
y no degenerado.

a.) (5 puntos) Para el caso en que las dos particulas son bosones, calcule la probabilidad con-
junta, P*s°mes(b, b,), de medir el valor b, para una de las particulas y b, para la otra. Dé una
interpretacion fisica de este resultado.

b.) (5 puntos) Para el caso en que las dos particulas son fermiones, calcule la probabilidad
conjunta, Pfermiones(p b}, de medir el valor b, para una de las particulas y b, para la otra. Dé
una interpretacion fisica de este resultado y compare el resultado con el caso de bosones.

c.) (5 puntos) Para el caso en que las dos particulas son distinguibles, calcule la probabilidad
conjunta, Pdstinguitles(p p ) de medir el valor b, para una de las particulas y b, para la otra.
Dé una interpretacion fisica de este resultado y compare el resultado con el caso de bosones. Para
este caso, considere que el instrumento de medida es tal que aunque las dos particulas no son
idénticas, el aparato no es capaz de distinguir entre ellas.

d.) (5 puntos) Si |u,) y |uy) son iguales, calcule P55 (b, b,), Pfermiones(p,, by)
y pdistinguitles(p p /). Discuta la fisica detrds de cada uno de estos resultados.
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SOLUCION PROBLEMA 1.

a.) (5 puntos) La probabilidad conjunta, P"¢(b,, b,), esté dada por

Pbosones(bm bn,) = |<'¢inicial——b’wfinal—b>‘2’
donde

1
[Viniciai—b) = %(Iw; X) + X ¢)) | Yy |V finai—b) = _ﬁ‘(lun;un/) + U Un) ).

En ambas ecuaciones el signo + es debido a que las particulas son bosones.

Con estos estados tenemos:
P by b)) = |(Yinicial—| ¥ finai-b) |
= 110601+ (6 pl) (s ) + s )
= %ll(w; X[ ) 4 (625 X[t ) + (06 s ) + (X Plttr; 1) 2
= il(solun)(X!un') + (plun) (Xln) + (xlun) (plun) + (clun) (lun) |

- ilQ((plun)(Xlun/) + 2(plun) (lun) |

Por lo tanto,

Pbosones(bn, bn’) - |<90|Un> (XIU’”/> + <(,0|Un’><X|Un>]2.

Este resultado revela un efecto de interferencia que resulta por que hay dos alternativas indistin-
guibles de obtener como resultado b, y by.

b.) (5 puntos) La probabilidad conjunta, Pfermiones(b, b,.), estd dada por

Pfermiones(bm bn,) = |(1/)imcial..f|’l,bfinal—f>‘27
donde

i1} = = (163) = Ixi ) y W finat—s) = %aun;uﬂ» e 0m)).



En ambas ecuaciones el signo — es debido a que las particulas son fermiones.

Con estos estados tenemos:

Pfermiones(bn, bn’) = | <¢inicial—f|¢final—f> |2
1
= Zl((sﬁ;xl — 06 1) (|t Unr) — [t un)) [?
1
= (@5 xlun; uw) = (&5 Xltns; un) = (G @lun; ) + (6 Plttns; un) |

= %I(solunﬂxlunf) = (lum ) (X[ttn) = (Xlttn) (ol ) + (Xt} (] |*

- %I%wlw)(xlun') — 2(¢plun) (X |un)|?

Por lo tanto,

Pfermiones(bn’bn,) = |(¢[un)<x|un/) - (‘Plun/MXlUn)lz

De nuevo, este resultado revela un efecto de interferencia que resulta por que hay dos alternativas
indistinguibles de obtener como resultado b, y b, .

c.) (5 puntos) La probabilidad conjunta, Pdistinguibles(p, b ) estd dada por
prstinguibles (g bor) = |(Vinicial— 1Y inai— 1)1,
donde
[Yinicial-a) = |5 X)-
Sin embargo, a diferencia del caso de bosones, se tienen dos estados finales,
[V pinat—d—1) = |Un; Un’) Y [ finat—d—2) = |Un’; Un).

Por lo tanto tenemos:

PRGN (b by) = |(Yinicial-a|¥ final-a-1) 1" + |(Viniciat—dl ¥ finat-d—2) |
= (g5 Xlttns unr) * + [ {685 Xt un ) 2.

Por lo tanto,

PdiStmguibles(bm bu) = |<90|UH> (Xlun’>|2 + ](‘Plun’MXlun)]z'
3



Este resultado revela que NO hay un efecto de interferencia.
d.) (5 puntos)

(bosones)

st |Up) = |Un) entonces |9 inai—p) = |Un; Un)-

Tenemos entonces

Pbosones (bnv bn’) = |<winicial—b|wﬁnal‘—b> |2

1
= 5lUesxl + (6 @1) [t Un) |2
1
= §|<<,0; X|Uni Un) + (X @|tn; un) |

- %l(wl%)(xlun) + (Xl un) (plun)|*.

Por lo tanto,

Pbosones(bn’ b)) = 2|{|un) (X|Un>|2

(fermiones) si |u,) = |u,) entonces |9 ina—f) = 0.

Por lo tanto,

Igferq'nio‘n,es(bn7 bn’) =0.
Este resultado es de esperarse ya que implica el principio de exclusion de Pauli.

(distinguibles)
La unica opcion para el estado final es |u,) = |u,/). Por lo tanto,

Pdistinguibles(bm bn’) — |<‘P|un> <X|Un>|2

Al comparar estos resultados se ve que la expresion para los bosones es mayor que para el caso
de particulas indistinguibles. Esto se conoce puede interpretar diciendo que existe una fuerza de
interaccion entre los bosones que los hace querer estar en el mismo estado y por lo tanto permite
la existencia de condendsados de Bose-Einstein.
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PROBLEMA 2. PARTICULA BAJO LA INFLUENCIA DE UN POTENCIAL
DELTA

Considere una particula de masa m cuyo Hamiltoniano, H, estd dado por

H=——— —ad(x), (2)

donde « es una constante positiva, i es la constante de Planck dividida por 27 y d(z) denota la
funcién delta.

a.) (5 puntos) Si las funciones propias de H se denotan por ¢(z), demuestre que la derivada
de estas funciones presenta una discontinuidad en z = 0 y demuestre que el valor de esa discon-
tinuidad es —2%%(0).

Sugerencia : integre la ecuacion de valores propios de H entre —¢ y +€ y luego aproxime ¢ a cero.

b.) (5 puntos) Demuestre que, cuando la energia £ < 0 (estado ligado),

plz) = Ae” para z <0 (3)
plx) = A, para x >0 (4)

__2mE
72

donde p = y Ay y A son constantes.

c.) (5 puntos) Calcule el valor de la energfa del estado ligado en funcién de o, m y h.

d.) (5 puntos) La funcién de onda para el estado ligado, ¢(z), puede escribirse como

ola) = |7 H (5)

Dibuje la densidad de probabilidad asociada a esta funcién de onda y calcule su ancho, Az, que
es correspondiente al FWHM (Full width at half maximum).
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SOLUCION PROBLEMA 2.

a.) (5 puntos)

De la ecuacién de Schrodinger, Ho(z) = E(z), tenemos :

2m =0\ dx dz .
— - (01~ $(07) = ap(0)

Por lo tanto,

#(0%) = ¢/(07) = ~2224(0).

Al ser esta resta diferente de 0 entonces la derivada de la funcién propia, ¢(z), es discontinua en
z =0y el valor de la discontinuidad es —2%%(0).

b.) (5 puntos)

Considere ¢(z) para z < 0, en este caso como el potencial V(r) = —ad(x) tenemos que V'(z) = 0.
Por lo tanto, la ecuacién de Schrodinger Hp,(z) = Ep1(z) se puede escribir como:

h d?
—‘2‘7—5%3901(55) = By (x).



Reescribiendo la ecuacién de Schrodinger, se tiene
d? 9
@901(95) = pipi(z),

2 __ 2mE
con p° = — 2

Como E < 0, p es real y por lo tanto,

@1(x) = AP + Aje ™ para  z <O0.

Sin embargo, como esta funcién debe ser de cuadrado integrable, A'1 = 0 y por lo tanto se
demuestra que

p1(x) = A1e”®  para = <0.

Para el caso z > 0, tambien se tiene que V' (z) = 0 y por lo tanto vale

d? 9
w%(l’) = ppa(z),

con p? = — 20,

Por lo tanto
©o(T) = Age”® + Aye ™™  para x> 0.
Como esta funcién debe ser de cuadrado integrable, Ay = 0 y entonces

o) = A;e"”c para x> 0.

c.) (5 puntos) Para este calculo se tienen en cuenta la discontinuidad de la primera derivada en
cero (parte a del ejercicio) y la continuidad de la funcion de onda en cero. De la discontinuidad
de la derivada tenemos

, 2mao

©5(0) =1 (0) = — 2 ©(0)
’ 2777,(1
—Ayp—Aip = —7.12—%0(0)-

De la continuidad de la funcién de onda tenemos 1(0) = 2(0) = (0) y por lo tanto A; = Aj =
©(0). Con esto



mo
p =

k2’
Notando que de la parte b sabemos que p? = —22E gl igualarlo a la ecuacié anterior, se encuentra
p q p B2 bl
que los valores de la energia son
2
mo
E=- -
2h

Al ser o una constante positiva, £ < 0 como se requiere para un estado ligado.

d.) (5 puntos)
La densidad de probabilidad estd dada por | (z)|?, por lo tanto
e

()P = e e,

h2

Un ancho estimado de la funcién de onda puede encontrarse al considerar el FWHM de ¢(z) de
donde tenemos Az = In 2%.
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PROBLEMA 3. METODO VARIACIONAL.

En este ejercicio se calculard la energfa del estado base del dtomo de hidrégeno utilizando el
método variacional y se comparar4 con el valor exacto, EE** = ——’-;‘f;, donde m es la masa del
electrén, e su carga eléctrica y ki la constante de Planck dividida por 27 .

En el método variacional se escogen unas ”funciones de prueba” que dependen de un cierto nimero

de pardmetros. En este ejercicio, consideraremos como ”funciones de prueba” los estados

wo(r)=C(1 — —g—) | para r < a, (6)

0u(r) =0 para > a. (7)

En estas expresiones, C' es una constante de normalizacién y o es el pardmetro a optimizar usando
el método variacional.

a.) (14 puntos) Demuestre que, en las "funciones de prueba”, el valor medio del hamiltoniano
del electron,

. RAV?  e?
H=—m 7 ®)
puede escribirse como
N 5h%  be?
(H) = ma? 20 )

b.) (8puntos) De acuerdo con el método variacional, existe un valor optimo para o, llamado

@, que se encuentra al minimizar (H). Calcule el valor de o para el electrén en el dtomo de
. , 2 .

hidrégeno y demuestre que oy = 4ag donde ag = Ehég corresponde al radio de Bohr.

c.) (8 puntos) (H) evaluado en oy constituye una aproximacién a la energfa del estado base
del sistema en consideracién. Sabiendo esto, calcule el valor de la energia obtenida por medio
del método variacional, discutido en este ejercicio, y compérelo con Eg§*®. Comente sobre el
resultado obtenido.
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SOLUCION PROBLEMA 3.
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PROBLEMA 4. MOMENTO ANGULAR PARA UN SISTEMA DE DOS PARTICULAS

Considere un sistema de dos electrénes. La energia del sistema depende de la orientacién relativa
de los dos espines, produciendo un termino de energia potencial en el hamiltoniano representado
por

J A N
’ﬁSl . Sz, (10)

donde S; y S, son los operadores de espin para cada particula, J es una constante y A es la
constante de Planck dividida por 27.

a.) (8 puntos) Haciendo explicitamente el procedimiento para la adicién de momento angular,
calcule el estado singlete (|0,0)) y los estados triplete (|1,—1), |1,0), |1,1)) que se asocian a la
base de espin total (base acoplada) en funcién de la base desacoplada de spines individuales.

b.) (8 puntos) Demuestre que un operador de la forma dada en ecuacién (10) distingue entre
el estado singlete (|0,0)) y los estados triplete (|1, —1), |1,0), |1,1)) que se asocian a la base de
espin total (base acoplada).

c.) (8 puntos) Si el sistema se pone en contacto con un campo magnético de magnitud B en la
direccién z, la energia de interaccién entre los electrones y el campo se puede escribir como

%B(glglz + 9252.), (11)
donde pp es el magnetén de Bohr, v g1 # go indican los correspondientes factores de Lande.

Considerando los dos términos de interaccién anteriores, escriba la representacién matricial de H
en la base de espin total de las dos particulas (base acoplada).

d.) (6 puntos) Demuestre que cuando iJ >> upB es conveniente trabajar en la base de espin
total (base acoplada) de las dos particulas.

11
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SOLUCION PROBLEMA 4

a.) (8 puntos) Dos electrones, unicamente espin. El espin total ira desde |S; + Ss| hasta
|S; — S3|. Es decir desde 1 hasta 0. Tenemos entonces, tripletes |1,1),|1,0), |1, —1) y el singlete
10,0).

La base desacoplada la escribimos como:

Aplicando las reglas de adicién de momento angular tenemos garantizado dos de los estados
triplete: |1,—1) =11/2,-1/2;1/2,—-1/2) y |1,1) = |1/2,1/2;1/2,1/2)

Para encontrar el otro estado triplete, aplicamos J_ a [1,1) y a |1/2,1/2;1/2,1/2). Igualando los
dos resultados tenemos

11,0) = 1/v2(11/2,-1/2;1/2,1/2) + |1/2,1/2;1/2,~1/2)).
El estado singlete |0, 0) se obtiene por ortogonalidad con |1,0) obteniendo

b.) (8 puntos) Note que

%él-éz - i(éﬁ—éi—ég)

La base acoplada en la que se escriben los estados singlete y triplete queda entonces:

Singlete:

10,0) = 5 [I14) + 1)

Tripletes:
12



LD =) 11,0)=FItH-IUDT; [1,-1) =L

Aplicando el operador a cada uno de estos estados tenemos:

%§1-§210,0> = -2-‘%(82 s1~s2) 0,0)
_ é‘%[ ( \f[m>+|m]> o (—% {m>+m>1)}
_ %%»mm—%fgﬁmw+wm)—3f&%mu+umﬂ
= -H 5 (S5 +u)]
_ —%JM0,0)

J. . J (a2 a2 A :
gsl-sﬂl,l) = ﬁ(S2—s§—s§)]1,l)
J a2
= 5 [y -8 -]
_ %{%ﬂlw——ﬁnﬂ —#nﬂ}
J L[ 3
- =K [2 2]|1,1)
J_ |1
= Eh{ﬁ] |1, 1)
= Thp
J. . S (a2 _
ﬁ—sl-sﬂl,—l) = 27?,(8 sl—s2>|1, 1)

J
= [0 -0 - )]

J

= e - Sepy - 2]

— J2
= oh [2 ]|1 1)
13



- e

J
= ZhlL-1)

%§1-§2]1,0) = 5‘%(82 —52)|1’0>
= 37 [0 -8 (i -1nt) -8 (50 - i)
- Qﬂzfﬁll 0y~ 3 (% [lu>—|m>])—§h2 (ﬁ [lm—im])]
= Yo -3 (Lumw - )]
_ ﬂz—ﬂ 11,0)
_ %hu,o)

Como podemos ver que al aplicar el operador %él - 85 obtenemos valores propios distintos, este
operador distingue entre los estados singlete y triplete.

c.) (8 puntos) Note que el Hamiltoniano en este caso es:

N J. . B - A
H = ﬁ81 - S9 + 'UJBT (glsl,z + 9252,z)

Escribiremos H en la base {|0,0),|1,1),|1,0),]1,—1)}.

Obteniendo los elementos matriciales se obtiene:

. J. . B - A
H = g51'32+'ﬂ‘%—“(9151,z+9252,z)
_% 0 0 0 0 0 91592 O
0 1 0 0 0 gi1tg2 0 0
= Al g oo |[TEEBlae 5 o o
0 00 } 0 0 0 -—ogm
—3Jh 0 B.91-92 0
0 LJh4 upB - 95 AR 0
" | wsB 252 0 LIk 0
0 0 0 LJh— upB - ate

14



d.) (6 puntos) Cuando hJ > ugpB,

-3 000

N 0 100
HNJhoo}lo
0 00 3

Como esta matriz es diagonal, vemos que cuando hJ > upB es mas conveniente trabajar con los
vectores en la base acoplada.

15



