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1. (20 puntos) Un gas ideal monoatómico esta confinado en un cilindro con área transversal A, por medio
de un pistón conectado a un resorte con constante κ (como se muestra en la figura). Cuando el resorte está
relajado (la misma presión en ambas caras del pistón) la posición del resorte es x = 0, que corresponde a un
volumen interno V0. Cuando el gas tiene una presión P1 el pistón se desplaza hasta x1 (correspondiente a un
volumen interno V1). Adicionamos calor lentamente de tal forma que el pistón se desplace hasta la posición
x2 (correspondiente a un volumen interno V2 y una presión P2). Encuentre la cantidad de calor Q que se
agregó al gas en el proceso de ir desde (V1,P1) hasta (V2,P2).

Q

P1, V1



x = 0 x1 x2

2. (20 puntos) Un gas ideal esta contenido en un recipiente de volumen V a una presión P . Calcule d N /d t ,
la tasa a la cual escapan las moléculas por un agujero muy pequeño de área A.

Suponga una distribución de velocidades de Maxwell:

f (v) =
( m

2πkT

) 3
2 e−mv2

2kT d 3v .

X Ayuda:

∞∫
−∞

e−x2
d x =p

π ;

∞∫
0

x e−x2
d x = 1

2
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3. (30 puntos) Considere un sistema de N dipolos magnéticos localizados que no interactúan entre sí. Cada
dipolo tiene un momento dipolar magnéticoµ. Cuando el sistema se encuentra a una temperatura T se aplica
un campo magnético uniforme H = Hẑ.

a) (10 puntos) Construya la función de partición ZN para el sistema.

b) (10 puntos) Escriba ZN en términos de Z1 y calcule Z1 en forma explicita como una función de β =
1/kT , H y µ.

c) (10 puntos) El momento magnético del sistema, M = Mz ẑ, esta dado por:

Mz = N 〈 µcosθ 〉 ;

escriba Mz en términos de Z1 y calcúlelo en forma explicita como una función de β = 1/kT , H y µ,
suponiendo un modelo clásico. (10 puntos)

4. (30 puntos) Dada la distribución de número de ocupación para fermiones y bosones:

f (E) = 1

e (E−µ)/kT ±1
, + : fermiones, − : bosones,

y la densidad de partículas n (el número de partículas por unidad de volumen):

n = g

h3

∫
d 3p f (p) , g : número de grados de libertad internos.

Considere los casos de un gas de fotones y de un gas de electrones extremadamente relativista, ambos a
temperatura T (asuma µ= 0).

a) (20 puntos) Calcule la densidad de partículas nγ para el gas de fotones.

b) (10 puntos) Demuestre que si ne es la densidad de partículas para el gas de electrones, entonces ne =
3
4 nγ.

(Ayuda: busque una relación algebraica entre los integrandos fermiónico y bosónico)

X Ayuda:

∞∫
0

ξn dξ

eξ−1
= ζ(n +1) Γ(n +1) ; Γ(1) = 1 ; Γ(n +1) = nΓ(n)
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Mecánica Cuántica
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1. (20 pts.) Considere una partícula en una dimensión sujeta a un potencial delta atractivo en el origen, con
hamiltoniano

H = p2
x

2m
−λδ(x) λ> 0.

a) (8 pts.) Suponga que la partícula incide desde la izquierda con momentum ħk. Resuelva la ecuación de
Schrödinger suponiendo una solución de la forma

ψ(x) =
{

e i kx + r (k)e−i kx x < 0
t (k)e i kx x > 0

y determine los coeficientes de reflexión y transmisión r (k) y t (k). Use la continuidad de ψ(x) en el
origen y una relación entre las derivadas de ψ(x) a lado y lado del origen, la cual se obtiene integrando
las ecuación de Schrödinger resultante en un intervalo infinitesimal alrededor de x = 0.

b) (8 pts.) Considerando ahora el coeficiente de transmisión como una función en el plano k complejo,
demuestre que t (k) tiene un polo simple y encuentre el valor k0 donde está localizado el polo.

c ) (4 pts.) Tome la funciónψ(x) de la parte (a), divídala por t (k), y evalúela en el polo k0. Demuestre que la
función resultante es un estado ligado de la ecuación de Schrödinger y determine el valor de la energía
correspondiente.
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2. (20 pts.) Considere una familia de hamiltonianos H(λ) dependiente continuamente de un cierto pará-
metro real λ, tal que para cada valor de λ se satisface una ecuación de Schrödinger

H(λ)|n;λ〉 = En(λ)|n;λ〉,

con estados propios |n;λ〉 y valores propios En(λ) que también dependen (continuamente, suponemos) de
λ.

a ) (8 pts.) Tomando el valor esperado de H(λ) con uno de sus estados propios normalizados y derivando,
demuestre el teorema de Hellman-Feynman, el cual dice que

∂En(λ)

dλ
= 〈n;λ|∂Ĥ(λ)

dλ
|n;λ〉.

b ) (8 pts.) Considere ahora la ecuación de Schödinger radial para el electrón en un átomo hidrogénico con
valores de ` reales arbitrarios. Las funciones propias radiales Rnr ,`(r ) satifacen:

H(`)Rnr ,`,k (r ) = Enr (`)Rnr ,`(r )

con

H(`) = −ħ2

2me

(
d

dr

2

+ 2

r

d

dr
− `(`+1)

r 2

)
− Z e2

r
, Enr (`) =−me Z 2e4/2ħ2

(nr +`)2 ,

y donde nr es un número entero estrictamente positivo, de tal manera que el número cuántico prin-
cipal n usual se entiende como n = nr +`, con ` entero. Usando el teorema de Hellman-Feynman y
derivando con respecto a distintos parámetros, evalúe los valores esperados de 1/r y 1/r 2 para un or-
bital con números cuánticos n,`.

c ) (4 pts.) En un tratamiento relativista, la energía cinética del electrón, como función del momento, sa-
tisface

T =
√
|~p|2c2 +m2

e c4 −me c2 = |~p|2
2me

− |~p|4
8m3

e c2
+ . . . ,

así que la primera corrección relativista a la energía cinética es

∆T =− |~p|4
8m3

e c2
=− T 2

0

2me c2 ,

donde T0 es la energía cinética no-relativista. Use el resultado de la parte (b) para evaluar la primera
corrección perturbativa a la energía del orbital (n, l ) debido a efectos relativistas en la energía cinética.
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3. (30 pts.) Como ejemplo de un rotor cuántico considere una molécula diatómica rígida con dipolo eléctri-
co permanente de magnitud d constante y momento de inercia I en torno a su eje. En presencia de un campo
eléctrico externo de magnitud E en la dirección z, el hamiltoniano de la molécula es

H = H0 +V , donde H0 = L2

2I
, V =−dE cosθ,

siendo~L el operador de momento angular, con componentes

L± = Lx ± i Ly =±ħe±iφ
(
∂

∂θ
± i cotθ

∂

∂φ

)
, Lz =−iħ ∂

∂φ
,

y θ yφ los ángulos polar y azimutal que describe el dipolo con respecto al eje z. Cuando E = 0, los estados de la

base de momento angular |l ,m〉 (autoestados de L2 y Lz ) son estados propios de la energía con El ,m = ħ2l (l+1)
2I .

Analizaremos el efecto de un campo pequeño.

a) (12 pts.) Evalúe los elementos de matriz 〈l1,m1|V |l2,m2〉 en la base de momento angular. Verifique que
V sólo conecta estados con el mismo valor de m y obtenga las reglas de selección para ∆l = l1 − l2.

b) (12 pts.) De acuerdo a las reglas de selección, es posible aplicar teoría de perturbación no-degenerada
dentro de cada subespacio generado por estados |l ,m〉 con el mismo valor de m. Suponiendo que el
campo externo es pequeño, encuentre la primera corrección perturbativa no-nula δEl ,l a la energía de
los estados |l , l〉 (es decir, m = l ).

c) (6 pts.) Para los estados |l , l〉 perturbados, encuentre el coeficiente de proporcionalidad entre la com-
ponente z del dipolo 〈dz〉 = d〈cosθ〉 y el campo E , para campos pequeños. El punto (a) del problema 2
puede ser útil.

X

Armónicos esféricos:

Y 0
0 = 1p

4π
Y 0

1 =
√

3

4π
cosθ , Y ±1

1 =∓
√

3

8π
sinθ e±iφ

Integral de tres armónicos esféricos:

∫
Y m1∗

l1
(Ω)Y m2∗

l2
(Ω)Y m

l (Ω)dΩ=
√

(2l1 +1)(2l2 +1)

4π(2l +1)
〈l1, l2;0,0|l1, l2; l ,0〉〈l1, l2;m1,m2|l1, l2; l ,m〉,

donde 〈l1, l2;m1,m2|l1, l2; l ,m〉 son los coeficientes de Clebsch-Gordan para la expansión de la base
|l1, l2; l ,m〉 en términos de la base producto |l1, l2;m1,m2〉 = |l1,m1〉⊗ |l2,m2〉. Para l2 = 1:

〈l ,1;m,0|l ,1; l +1,m〉 =
√

(l +1−m)(l +1+m)

(2l +1)(l +1)
, 〈l ,1;m,0|l ,1; l −1,m〉 =

√
(l −m)(l +m)

(2l +1)l

〈l ,1;m,0|l ,1; l ,m〉 = mp
l (l +1)

Para H = H0 +εV :

|n〉 = |n(0)〉+ε ∑
m 6=n

〈m(0)|V |n(0)〉
E (0)

n −E (0)
m

|m(0)〉+ . . . , En = E (0)
n +ε〈n(0)|V |n(0)〉+ε2

∑
m 6=n

∣∣〈m(0)|V |n(0)〉∣∣2

E (0)
n −E (0)

m

+ . . .
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4. (30 pts.) Lea cuidadosamente antes de responder las preguntas: La tasa Γ(e → g ) de decaimiento por emi-
sión espontánea de un estado atómico excitado |e〉 al estado fundamental |g 〉 se obtiene de un tratamiento
cuántico de la interacción átomo-campo electromagnético mediada, en la aproximación dipolar, por el ha-
miltoniano de interacción HI = −~E(~R).~d , donde ~d = e~r es el operador de dipolo eléctrico del átomo y ~E(~R)
es el operador de campo eléctrico en segunda cuantización evaluado en la posición ~R del átomo (la cual
trataremos como variable clásica). Dicho operador está dado por

~E(~R) =∑
~k

∑
s=1,2

√
2πħω

V

[
ε̂k̂,s a~k,s e i~k.~R + ε̂∗

k̂,s
a†
~k,s

e−i~k.~R
]

, con [a~k,s , a†
~k ′,s′

] = δ~k,~k ′δs,s′ ,

siendo ε̂~k,s los vectores unitarios de polarización, ortogonales a la dirección de propagación k̂ = ~k/k, y
V un volumen de cuantización. En este tratamiento, el estado inicial corresponde al producto tensorial
|e,0〉 ≡ |e〉a ⊗|0〉E M del estado atómico excitado |e〉 y del estado de vacío electromagnético |0〉, mientras que
el estado del atomo decaido corresponde a cualquier estado |g ,1k̂,s〉 = |g 〉a ⊗|1k̂,s〉E M del átomo en el estado
fundamental |g 〉 y el campo en el estado |1k̂,s〉 de un fotón emitido con frecuencia angular ω = (Ee −Eg )/ħ,

dirección k̂ y estado de polarización s. Teniendo en cuenta todos los posibles estados del fotón emitido, la
tasa de transición total está dada, según la regla de oro de Fermi, por:

Γ(e → g ) = 2π

ħ2

∫
dΩ

∑
s=1,2

∣∣∣〈g ,1k̂,λ

∣∣∣~E(~R) · ~d
∣∣∣e,0

〉∣∣∣2
ρ(ω) , con ρ(ω) = Vω2

8π3c3 , (1)

donde la integral de ángulo sólido es sobre todas las direcciones posibles del fotón emitido y ρ(ω) es la den-
sidad de ondas planas por unidad de frecuencia angular y ángulo sólido.

a) (12 pts.) Calcule la tasa de decaimiento Γ(e → g ) en términos del elemento de matriz~µeg ≡ 〈g |~d |e〉 del
dipolo atómico, la frecuencia angular ω, y constantes fundamentales. Use las identidades

2∑
s=1

∣∣∣~A∗ · ε̂k̂,λ

∣∣∣2 = |~A|2 −|~A · k̂|2,
1

4π

∫
dΩ|~A · k̂|2 = 1

3
|~A|2.

b) (12 pts.) Suponga que dos átomos idénticos a1 y a2, se encuentran en posiciones cercanas pero distin-
tas (~R1 6= ~R2). Los átomos se preparan inicialmente en una superposición de estados de dos átomos

|i 〉 = 1p
2
|e〉a1 ⊗|g 〉a2 +

e iη

p
2
|g 〉a2 ⊗|e〉a1 ,

donde η es un ángulo de fase arbitrario, y finalmente decaen al estado fundamental de los dos átomos
| f 〉 = |g 〉a1 ⊗|g 〉a2 . Explique cómo se debe modificar la fórmula (1) para dar cuenta de esta nueva situa-
ción y encuentre una expresión para la tasa Γ(i → f ) correspondiente. La expresión obtenida debe ser

similar a la de la parte (a) excepto que el factor
∣∣~µeg

∣∣2 se reemplaza por un factor que además de ~µeg ,
depende de la fase fase η, la longitud de onda λ = 2π/k de la radiación emitida, y la posición relativa
δ~R = ~R1 − ~R2 entre los dos átomos; este factor lo puede dejar planteado en términos de una integral
de ángulo sólido. Desprecie cualquier corrección a las energías de los estados atómicos debida a la
proximidad entre los átomos.

c) (6 pts.) Simplifique el resultado de la parte (b) en el caso |δ~R|¿λ, de tal manera que se pueda suponer
que ~R1 = ~R2 y compárelo con el resultado de la parte (a). Encuentre un valor de η para el cual la tasa
de decaimiento sea cero en esta aproximación. Decimos que en tal caso tenemos un estado oscuro–una
superposición cuántica que resulta transparente a la interacción con el campo electromagnético.
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Doctorado en Ciencias - F́ısica

Examen de Conocimientos - 2016 - II

Electromagnetismo

No se permite el uso de ningún documento, libro o apuntes, ni el uso de ningún dispositivo
electrónico tales como celulares, reproductores de música, computadores, tabletas, etc.

Duración total del exámen : 3 horas

PROBLEMA 1 (20 puntos) Considere un capacitor ciĺındrico formado por un alambre de cobre
de radio a y carga +Q y rodeado por un tubo concéntrico de radio c y carga −Q. El espacio entre
ellos está parcialmente lleno de un dieléctrico de constante εr a partir de un radio b > a (con
a < b < c). Encuentre:

1. (4 puntos) Los campos ~E y ~D para todo r

2. (4 puntos) La polarización ~P en el dieléctrico.

3. (4 puntos) La densidad superficial de carga sobre la superficie del dieléctrico para r = b y
r = c.

4. (4 puntos) La capacitancia por unidad de longitud del cilindro.

5. (4 puntos) El trabajo por unidad de longitud necesario para ensamblar el sistema.
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PROBLEMA 2 (25 puntos) Considere un capacitor de placas paralelas circulares de radio
a, separadas por una distancia w como se muestra en la figura. El capacitor se carga con una
corriente constante en el tiempo I(t) = I0.

1. (5 puntos) Calcule la dirección y magnitud del campo eléctrico, ~E(t), dentro del capacitor.

2. (5 puntos) Calcule la magnitud y dirección del campo magnético, ~B(t), entre las placas del
capacitor.

3. (5 puntos) Calcule la dirección y magnitud del vector de Poynting, ~S(t).

4. (5 puntos) Encuentre la densidad de enerǵıa almacenada dentro del capacitor (uem(t)).

5. (5 puntos) Verifique que la enerǵıa se conserva en todo instante de tiempo durante este
proceso.

Figure 1
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PROBLEMA 3 (25 puntos) Considere un cascarón conductor esférico, sin carga, de radio R

ubicado en un campo eléctrico externo uniforme ~E = E0ẑ.

1. (5 puntos) Escriba la solución general de la ecuación de Laplace suponiendo simetŕıa azimu-
tal.

2. (5 puntos) Escriba las condiciones de frontera que debe satisfacer el potencial eléctrico.

3. (10 puntos) Usando estas condiciones de frontera encuentre el potencial eléctrico para todo
radio r.

4. (5 puntos) Encuentre la densidad de carga superficial sobre la esfera conductora σ(θ).

Ecuaciones relacionadas:

Polinomios de Legendre

P0(x) = 1

P1(x) = x

P2(x) =
3x2 − 1

2

P3(x) =
5x3 − 3x

2

Ortonormalidad de los polinomios

∫ 1

−1
Pl(x)Pl′(x)dx =

∫ π

0

Pl(cos θ)Pl′(cos θ) sin θdθ =

{
0, l 6= l′
2

2l+1
, l = l′

}
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PROBLEMA 4 (30 puntos) Suponga una part́ıcula de masa m y carga q0 que está atada a
un resorte con constante k colgando de una mesa. Su posición de equilibrio se encuentra a una
distancia h del piso. El resorte es estirado y liberado a una distancia d con respecto a su posición
de equilibrio como muestra la figura 2. Los potenciales producidos por la carga en movimiento
corresponden a los de un dipolo perfecto que oscila con una frecuencia ω =

√
k/m, los cuales

están dados, en la zona de radiación, por:

V (r, θ, t) = − q0dω
4πε0c

(
cos θ

r

)
sin[ω(t− r/c)] (1)

~A = −µ0q0dω

4πr
sin[ω(t− r/c)]ẑ. (2)

Figure 2

1. (5 puntos) Encontrar la magnitud y la dirección del campo eléctrico producido por este
dipolo en cualquier punto ~r del espacio en la zona de radiación (r >> c/ω).

2. (5 puntos) Encontrar la magnitud y la dirección del campo magnético bajo la misma aprox-
imación.

3. (5 puntos) Calcule el promedio temporal del vector de Poynting.

4. (5 puntos) Calcule la intensidad de la radiación que golpea el piso como función de la
distancia R en la figura.

5. (5 puntos) Encuentre el valor de R para el cual la intensidad de la radiación que golpea el
piso es máxima.

6. (5 puntos) Encuentre la potencia total irradiada sobre el piso (
∫∞
0

x3

(x2+a2)5/2
dx = 2

3a
).
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Fórmulas generales

Identidades vectoriales

∇( ~A · ~B) = ~A× (~∇× ~B) + ~B × (~∇× ~A) + ( ~A · ~∇) ~B + ( ~B · ∇) ~A

~∇× ( ~A× ~B) = ( ~B · ~∇) ~A− ( ~A · ~∇) ~B + ~A(~∇ · ~B)− ~B(~∇ · ~A)

~A× ~B × ~C = ~B( ~A · ~C)− ~C( ~A · ~B)

Derivadas vectoriales en coordenadas cartesianas:

∇t =
∂t

∂x
î+

∂t

∂y
ĵ +

∂t

∂z
k̂

~∇ · ~v =
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

~∇× ~v =

(
∂vz
∂y
− ∂vy

∂z

)
î+

(
∂vx
∂z
− ∂vz
∂x

)
ĵ +

(
∂vy
∂x
− ∂vx

∂y

)
k̂

Derivadas vectoriales en coordenadas esféricas:

∇t =
∂t

∂r
r̂ +

1

r

∂t

∂θ
θ̂ +

1

r sin θ

∂t

∂φ
φ̂

~∇ · ~v =
1

r2
∂

∂r
(r2vr) +

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θvθ) +

1

r sin θ

∂vφ
∂φ

~∇× ~v =
1

r sin θ

[
∂

∂θ
(sin θvφ)− ∂vθ

∂φ

]
r̂ +

1

r

[
1

sin θ

∂vr
∂φ
− ∂

∂r
(rvφ)

]
θ̂ +

1

r

[
∂

∂r
(rvθ)−

∂vr
∂θ

]
φ̂

Derivadas vectoriales en coordenadas ciĺındricas:

∇t =
∂t

∂s
ŝ+

1

s

∂t

∂φ
φ̂+

∂t

∂z
k̂

~∇ · ~v =
1

s

∂

∂s
(svs) +

1

s

∂vφ
∂φ

+
∂vz
∂z

~∇× ~v =

[
1

s

∂vz
∂φ
− ∂vφ

∂z

]
ŝ+

[
∂vs
∂z
− ∂vz

∂s

]
φ̂+

1

s

[
∂

∂s
(svφ)− ∂vs

∂φ

]
k̂
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Mecánica Anaĺıtica 2017-01

1. Problema 1 (20 puntos).

Considere un péndulo ideal suspendido desde el techo de un tren que
se mueve con aceleración constante (movimiento unidimensional).

• Deduzca el Lagrangiano que describe el movimiento del péndulo
(5 puntos).

• Deduzca las ecuaciones de Lagrange correspondientes (5 puntos).

• Existe algún ángulo de equilibrio? (5 puntos).

• En caso afirmativo, estudie pequeñas oscilaciones alrededor de di-
cho ángulo y calcule la frecuencia de oscilación (5 puntos).

2. Problema 2 (30 puntos)

• Defina transformación canónica (6 puntos).

• Para una transformación canónica, defina lo que es una función
generatriz (6 puntos).

• Obtenga la ecuación de movimiento para un sistema cuyo La-
grangiano viene dado por L = ebt/2m

(

m
2
q̇2 − k

2
q2
)

, con b, k,m ∈ R.
(6 puntos).

• Obtenga el Hamiltoniano (6 puntos).

• Encuentre una transformación canónica que pase a un Hamiltoni-
ano constante en función del tiempo (6 puntos).

3. Problema 3 (30 puntos)
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• Defina función principal de Hamilton (7 puntos).

• Deduzca la ecuación de Hamilton–Jacobi para un oscilador armónico
unidimensional (7 puntos).

• Escriba una posible solución de dicha ecuación (8 puntos).

• Evalúen la variable de acción, J , para un oscilador armónico uni-
dimensional (8 puntos).

4. Problema 3 (20 puntos). Considere el Lagrangiano

L =
1

2
m

(

ṙ2 + r2φ̇2

)

− U(r). (1)

• Demuestre que L es invariante bajo las transformaciones r̃(σ) = r

y φ̃(σ) = φ+ σ (10 puntos).

• Utilizando el teorema de Noether, encontrar la cantidad conser-
vada (10 puntos).
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