Examen de Conocimientos de Doctorado
Electromagnetismo
Horario: 2PM-5PM. enero 14/ 2025

Nombre:

Codigo:

Secciéon pregrado
Responder tinicamente 2 preguntas

velocidad, U, y una aceleracion, a.
a) (7 puntos)En este caso, el flujo de energia que deja la carga, 7+
r % = dP,,q, estan

1. (PREGRADO 20 puntos) Considere una carga puntual, ¢, moviéndose con una
W — dpparta
y el flujo de energia que atraviesa una esfera de radio T,

(1)

relacionados por
dw — dw di
dt,  dt dt,’
donde t, =t — g es el tiempo de retardo. Teniendo en cuenta que jTt = i—g con
@ = cr — ¥, demuestre que
_~> ) (2)

]_ —
deart = _‘Erad‘2f2d9 <
HoC
con df) la unidad de angulo sélido y Emd el campo de radiacion.

b) (7 puntos) Teniendo en cuenta que solo los campos que tienen en cuenta la
(3)

aceleracion representan radiacion, demuestre que
% a)l|*

)
dQ  1672¢ (

¢) (6 puntos) Si la carga ¢ se mueve de tal manera que su velocidad, V,y
su aceleracion, @, son perpendiculares, la distribuciéon angular de la potencia

radiada por dicha carga en un segmento de area esta dada por
a’pg [(1 — Beosh)? — (1 — B?)sin0cos? @) (4)

(1 — Beosh)®

deart - q2
dQ 1672 ¢



donde 6 y ¢ denotan los dngulos polar y azimutal, respectivamente y = 2.
Para el caso relativista en el que 8 ~ 1, dibuje un diagrama de la potencia
radiada. Considere un eje de coordenadas tal que v = vZ, @ = aZ. ;qué nombre
recibe este tipo de radiacién?



2. (PREGRADO 20 puntos) Considere los potenciales

1 qt .
S L 5
drreg |F\2r (5)

a) (7 puntos) encuentre el campo eléctrico y el campo magnético correspondien-
tes. Comente sobre sus resultados.

b) (7 puntos) encontrar la carga y la distribucion de corriente responsables de
generarlos. Comente sobre sus resultados.

¢) (6 puntos) si se usa la funciéon gauge A = — 47360% para transformar los po-

tenciales, ;Cuédles son las consecuencias fisicas y matematicas?

3. (PREGRADO 20 puntos) Una esfera conductora de radio a esta recubierta con
una capa aislante que tiene una constante dieléctrica ¢,. El radio de la esfera mas
la capa resulta ser b. Si la esfera se coloca en un campo eléctrico constante, FEj.

a) (15 puntos) ;Cuél es el potencial en la capa aislante?

b) (5 puntos) ;Cuél es el campo eléctrico en la capa aislante?



Seccién posgrado
Responder tinicamente 2 preguntas

4. (POSGRADO 30 puntos) A partir de las ecuaciones de Maxwell en forma cova-
riante,

OuF P = pigJ"
OuF " =0,
(6)

donde F*? es el tensor de los campos y F*# es su dual, encuentre las ecuaciones de
Maxwell en forma diferencial.

5. (POSGRADO 30 puntos) la energia de un sistema de particulas y campo elec-
tromagnético esta dada por

1 s €0 — —
H=>" émavi +3 / d*rE? + 2 B?), (7)

donde m denota la masa y v la velocidad de las particulas. Demuestre que esta
cantidad es una constante de movimiento. Para esto siga los siguientes pasos:

a) (10 puntos) usando las ecuaciones de Maxwell y la fuerza de Lorentz demues-
tre que

—

H — —
= Yt Bt - [EFEGY- T 3)

dt
+ L PFIE(Ft) -V x B(F,t) — B(F,t) -V x E(7,1)],
Ho

con J siendo la densidad de corriente y q la carga de las particulas.

-

b) (10 puntos) escribiendo J(7,t) en funciéon de las variables de las particulas,
ie.,
T8 = aala(8)3(F = 7). (9)

—

calcule fd?’FE(F, t) - J(7,t).

¢) (10 puntos) Finalmente, calcule [ B*FE -V x B— B -V x EJ, considerando
campos que son cero en el infinito, y utilice los resultados de los apartados
anteriores para finalizar la demostracion.



6. (POSGRADO 30 puntos ). Considere un electron como un oscilador con frecuen-
cia natural wy, amortiguado (constante de amortiguamiento v) y bajo la influencia
de una fuerza armoénica debida a un campo eléctrico Fy,cos(wt). La ecuacion de
movimiento es entonces

d*z dz

m—s + my +mwiz = qEg.cos(wt). (10)

Para elucidar la fisica detras de este modelo es conveniente considerar la solucién a
la ecuaciéon de movimiento tomando en cuenta una ecuaciéon compleja. En este caso
la solucion compleja de z(t) se puede escribir como

() = 1 !

== Eoze ™t 11
mwi —w? — iyw 0¢ (11)

a) (10 puntos) jcudl es entonces el momento dipolar complejo, p(t) para el elec-
tron? Si hay N moléculas por unidad de volumen jcual es entonces la polari-
zacion compleja, P(t) para el electron?

b) (10 puntos) En general, los electrones en una molécula tienen diferentes fre-
cuencias naturales, wy — wj, y diferentes coeficientes de amortiguamiento,
7 — 7;, por lo tanto, al considerar f; como el nimero de electrones, con frecuen-
cia w; y amortiguamiento «y;, por molécula, la constante dieléctrica compleja,
€ = é, puede escribirse como

Ng® fi
& =1+ I (12)
" meg ; Wi — w? —iyw
Si la fracciéon fy corresponde a electrones libres en el sentido que su frecuencia
natural es wy = 0, demuestre que si se exhibe explicitamente la parte corres-

pondiente a los electrones libre, la permitividad compleja queda

Nq2f0

€ = eb(w) + Zm,

(13)
donde €,(w) es la contribucién que viene de todos los otros electrones y el
segundo término es la contribucion de los electrones libres. Escriba la expresion
explicita de é,(w).

c¢) (10 puntos) considere la ley de Ampere-Maxwell y un medio que sigue la ley
de Ohm J = oE y cumple D = &E. Para el caso en que E(F, t) = Eoei(E'F_”t)

se tiene que
VXﬁZ%M%+QE. (14)

Esta ecuacion tiene la misma forma que la ley de Ampere, en el dominio de
la frecuencia, para el caso en que no hay fuentes de carga. Por lo tanto, el
término en paréntesis se puede asociar a una permitividad compleja. En este
caso, demuestre que
Nq2fo
m(yo — iw)
lo que es esencialmente el modelo de Drude de la conductividad.

(15)



Informacion util
Electrodinamica

Horario: 2PM-5PM. enero 14/ 2025

1. Ecuaciones de Maxwell

65 = B 6'[j:pfree
€0

V-B =0

.o 0B

VxE = -2

8 ot

5 = - OF .o

VxB = ,U/()J—F/UL()EOE VXH:Jfree+_

Para un medio lineal:

D(P) = eE+P
ﬁ = EOXeE

Los campos de una carga puntual ¢ en movimiento estan dados por

= q f 2 2\ — pg - — S/ — 12 =
E(rit) = = — X (U X B(rit) = —-rx E(rt
() = o (=i T (@ x) (7.1) = = x E(7, 1)
El vector de Poynting se puede expresar como
— ]_ — A
S(F,t) = —|E(7, t)|*r 16
(7,t) m U AG] (16)
2.
0 —E _E E, 0 -B, -B, —-B,
& C _ (& _ (& & _&
Faﬂ = |4 0 Bz By JT_'OC/B — Bz OE c Egcc
L B0 -B B, -Z 0 &
L _B, B, 0 B, & -E
3. Fuerza magnética y campo magnético de dipolos.
= o 1 — A\ A —
B =t (30w, - #)F — 1]

47 3



4. Condiciones de frontera

=0y DH - Derlow = Pcybove - Pb”elow (17>

above

5. Solucién a ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas y con simetria azimutal

Y(r. ) => (Ar'+ m)PI(cosﬁ) (18)
1=0
6. matématicas utiles
72
1 —7
Ve T o

7. Polinomios de Legendre

n P,(x)

0 1

1 T

2 (322 — 1)/2

3 (53 — 3x)/2

4| (350" — 302 +3)/8
5 | (6325 — 7025 + 152) /8
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Examen de conocimientos
Mecanica Clasica.
Departamento de Fisica.
Universidad de los Andes 2025-1

El examen abarca dos partes: pregrado (PRE(20 puntos c/u)) y posgrado (POS(30 puntos c/u)). Para
cada parte: (i) resuelva dos de los tres problemas propuestos; (ii) los problemas de cada parte, tienen
el mismo valor.

El examen tiene una duracién de 3 horas y se presenta en el horario de 9 am a 12M. martes 14 de
enero. Salon [P-101.

L.

2.

Usted debe responder todos los ejercicios, explicando claramente el procedimiento que sigue,
de no ser asi no se dara puntaje.

No se dara crédito extra si entrega la solucion a un tercer problema. En tal caso, solo dos
soluciones se tendran en cuenta, a voluntad del calificador.

Para obtener el puntaje total debe tener un desarrollo claramente explicado y apropiadamente
justificado; sea breve pero preciso.

El examen se debe desarrollar manera individual. Usted no debe comunicarse con ninguno
de sus compaifieros ni utilizar ningiin documento, libro, apuntes o algin tipo de dispositivo
electronico

Al principio de este documento hay algunas formulas que pueden ser utiles para el desarrollo
de este examen.

Firmando el examen usted admite que entiende que omitir las reglas estipuladas para este
examen sera considerado un abuso a la confianza que se ha puesto en usted y tendra las
consecuencias estipuladas en el reglamento general de estudiantes de doctorado de la
Universidad.

El incumplimiento de estas instrucciones llevara a una nota final de cero.

Pregunta | Puntos Nota
PRE. 1 20
PRE. 2 20
PRE. 3 20
POS. 1 30
POS 2 30
POS. 3 30
Total: 100




FORMULAS

Coordenadas q,Q
Generalizadas
Velocidades q,Q . _dq O0H
generalizadas 1= dt %
Momentos p,P _oL .~ 0H oL
generalizados p= g’ p= ~dq dq
Lagrangiano L L(q,q.t) =T(q)

- V(q.q,t)
Hamiltoniano H=T+V H(q,p,t) =p.qg—L(q,q,t)
Accion, 7 =rf
Hamiltoniano, 7= (ﬁ — rgé)

Lagrangiano




NOMBRE: CODIGO:

PRE.1. Suponga que se hace un experimento en el cual se
lanza una piedra hacia arriba (ver figura). La piedra gasta
T1 segundos en pasar por el mismo punto Ay T, segundos
en pasar por el mismo punto B que se encuentra a una
altura h, respecto A. Segun éste experimento, de una
expresion analitica para el valor de la gravedad en
términos de h,T1y Ta.

PRE.2. Suponga que se tiene una particula de
masa m sobre una mesa sin friccion y esta unida a
un extremo de una cuerda que pasa por un hueco
de la mesa. La particula inicialmente se encuentra
a una distancia 1 y se pone a girar con una
frecuencia wg, de tal manera que el radio
comienza a decrecer cuando el otro extremo
comienza a moverse con velocidad constante V,
como se muestra en la figura.

(a) Dibuje el diagrama de fuerzas que actta sobre la masam

(b) Calcule la frecuencia del movimiento, w(t).

(c) Con que fuerza se esta empujando la masa m

PRE.3. Una varilla delgada de longitud 2| y masa M, descansa Vv
sobre una superficie sin friccion. Una bola de masa m y velocidad e 0
vy, golpea a la varilla en uno de sus extremos. Asumiendo que la
energia se conserva y que la velocidad final vy sigue a lo largo de
la direccidn original de movimiento

a) Calcule la velocidad final de la bola

b) Calcule la velocidad final si la varilla estuviera anclada en

uno de los extremos.




POS.P1. Una varilla uniforme de masa My longitud 3L/2 se suspende de una cuerda de
longitud L y masa despreciable, como se muestra en la figura:

(@) Entérminos de las variables 8 y ¢, calcule la
posicién y velocidad del centro de masa de la varilla ;
en el plano xy. ¢

(b) Escriba el lagrangiano para cualquier dngulo 8 y ¢. ‘

(c) Para pequefias oscilaciones escriba las ecuaciones
de movimiento en términos de las variables 8 y ¢.

(d) Calcule los modos de vibracién y sus respectivas
frecuencias de oscilacion. 6\ 3L

POS. P2. Una particula de masa m se introduce en un aro
circular de radio R. El aro gira con una velocidad angular
constante en direccidn vertical y la particula puede deslizarse a
lo largo del aro sin friccion.

(a) Escriba el Lagrangiano del sistemay explique cada uno de
los términos.

(b) Calcule las ecuaciones de movimiento

(c) Para que valores de se puede encontrar una solucién
estacionaria.

(d) Del punto (c), y asumiendo la aproximacién de pequenas oscilaciones al rededor de
los puntos de equilibrio, determine (como funcién de w) las frecuencias de
oscilacion. éTodos los puntos de equilibrio llevan a soluciones estables? Explique
sus resultados.

POS.P3. Una maquina de Atwood consiste de una polea en forma
de circulo de masa My radio R. une a dos cuerpos de masas m1y

o
ma por una cuerda de longitud [ y densidad de masa A. ’ v N
[ ]

(a) Calcule el Lagrangiano del sistema

(b) Calcule la posicion de m como funcion del tiempo con la
condicién de que x(0) = x, y x(0) = 0.

(c) Explique fisicamente su resultadosim; = m, =0 »

m



SOLUCIONES

PRE.1. Suponga que se hace un experimento en el cual
se lanza una piedra hacia arriba. La piedra gasta T:
segundos en pasar por el mismo punto Ay T, segundos
en pasar por el mismo punto B que se encuentra a una
altura h, respecto A. Segun este experimento, de una
expresion analitica para el valor de la gravedad en
terminosdeh, T1y Ta.

SOL. PRE.1
En el punto mas alto de su trayectoria cuando han pasado 7;—1 segundos la velocidad es

T, -T; . .y . ,
cero. Cuando han pasado lTZ segundos la posicion de la particula es h. asi que las
ecuaciones de movimiento de un tiro parabdlico pueden ser escritas como:

I —T, _h= I —T, g (Ty = Tp\?
y(z)“”"(z)z(z)

N |3

————bmm——— = -

PRE.2. Suponga que se tiene una particula de
masa m sobre una mesa sin friccion y esta unida a
un extremo de una cuerda que pasa por un hueco
de la mesa. La particula inicialmente se encuentra
a una distancia 1 y se pone a girar con una
frecuencia wg, de tal manera que el radio
comienza a decrecer cuando el otro extremo
comienza a moverse con velocidad constante V,
como se muestra en la figura.

(d) Dibuje el diagrama de fuerzas que actua sobre la masa m

(e) Calcule la frecuencia del movimiento, w(t).

(f) Con que fuerza se esta empujando la masa m.




SOL. PRE.2.
(a)

(b) Para este problema usamos coordenadas cilindricas , 0, k. La aceleracién en
coordenadas polares viene dada por:
i = (F —rw?)f + (rf + 270)0
Dado que la velocidad es constante, r(t) =1, — Vt;r ==V ;# =0
i = (—rw?)f + (ré + 270)0

La fuerza en direccién radial es la tension T
—T# + 08 = m(—rw?)# + (rf + 276)0

T=mrw? ; 0= r0+270
dw oy dw 2dr 2V
—_— - > — = ——— =
rdt re W rdt ry—Vt
w t

da) w ZV ZV TO—Vt T‘O 2
f—an(—)zf dt=——Ln< )=Ln< )
w (UO TO—Vt V T‘O TO—Vt
0

: w(t) = a)0< To )2

o — Vit
(c) La fuerza se calcula muy facilmenteyaque T = F
o \* mwery
To — Vt) (1o — V)3

T=F=mrw?=mwi(r,— Vt)(

PRE.3. Una varilla delgada de longitud 2| y masa M, descansa
sobre una superficie sin friccion. Una bola de masa m y velocidad
vy, golpea a la varilla en uno de sus extremos. Asumiendo que la
energia se conserva y que la velocidad final vy sigue a lo largo de
la direccidn original de movimiento

c) Calcule lavelocidad final de la bola

d) Calcule la velocidad final si la varilla estuviera anclada en

uno de los extremos

Vo

SOL. PRE.3
(a) Para este problema usaremos conservacion de energia, momentum lineal y
momentum angular. El origen se toma en el CM de la varilla.



mvg  mvyj . MV2, +1a)2
2 2 2 2
_ m(vo + vy)

mvy = —mvy + MV, = Vo

M
m(vy + vr)l
—mvol = mvgl — lw :sz

I
muv3 _ mvj Mm? (vy + vy)? imz(vo + vf)zl2
2 2 2 M? 2 Ii
(v + vyp)? (vo + vf) 12
2 2
_ -m—-— +m—-l
v —vf=m i m ;

m ml? m I?
vo—vfzﬁ(v0+vf) +T(v0+vf)=ﬁ(v0+vf) 1+W
4 12
m m
Vo — Uy =M(v0 +vf)(1+3) =ﬁ(v0 +vf)

4m 4m
”°<1‘ﬁ) =y (“ﬁ)

M —4m
vr = <M+4m)v0

(b) Para este caso, el origen se toma en el punto de anclaje:
mvg  mvyj N l,w?
2 2 2
Zm(vo + vf)l
Io
mvy _ mvj , <2m(v0 + vf)l>2
2 2 2 I,

=2myol = 2mvel — [0 = w =

('UO + 'Uf)z —3m ('UO + 'Uf)z
MQD?2 M
3

3m
Vo — VU = W(UO + vf)

M —3m
vr :<M+4m)v0

v5 — vf = 4ml?

POS.P1. Una varilla uniforme de masa My longitud 3L/2 se suspende de una cuerda de
longitud L y masa despreciable, como se muestra en la figura:



(@) Entérminos de las variables 8 y ¢, cual es la
posicion y velocidad del centro de masa de la varilla ;
en el plano xy. ¢

(b) Escriba el lagrangiano para cualquier dngulo 8 y ¢.

(c) Para pequefias oscilaciones escriba las ecuaciones
de movimiento en términos de las variables 0 y ¢.

(d) Calcule los modos de vibracién y sus respectivas
frecuencias de oscilacion. o\ 3L

SOL. POS. P1. Supongamos coordenadas X.,, Y Y.m, medidas desde la parte superior
de donde esta amarrada la cuerda y x; y y;, medidas desde el extremo de la unidn
entre la cuerda y la varilla.

(a)

3L . ) 3L . ) . 3L .
Xem = X1 + Tsme = Lsin¢ + Tsme = X¢m = Lcosgpd + TcosHG

3L . 3L i .. 3L . .
Yem = V1 — Tsme = —Lcos¢p — Tsme = Yem = Lsingp + TsmHH
(b)L=K-V
M. . .
K = Kcm + Krot = ;(XEm + yczm) +%192

M . 3L A\ . 3L ANA 1/1 3L\,
=5 (Lcos¢¢+—cost99) +<Lsm¢)¢)+—sm99) +3 EM<7) 62

ML2 9 3
<¢)2 92 + (cos¢cosh + singsend)f ¢ + — T 2)

ML?
L=K—-U=—— (

(c)

3 3 - 3
P% +~ 92 = cos (¢ —0)0¢ ) + MgL(cos¢ + ZcosH)

MIL? 3 $?\ 3 62
L= <¢>2+ 62 + = 9¢))+MgL 1-——)+-(1——=
2 ) 4 2
d<aL) aL_O ~d (oL oL _
dt\gg) a6 ' dt\op) 9P
d ML2<3 6 += MgL 39 =0;
at\ 2 \2 ¢) g < 4 )_ '
3 . .y 3 L
—ML2(9+¢))+ZHMgL=L¢+L9+g9=O

4
0

d (MI2 3
dt( 2 (29+2¢)>_M9L(_¢):O



3. . . 3 .
ML2<ZH+¢)+¢)MgL=L¢+ZL9+g¢=O

(d) Se suponen soluciones como ¢ = Asin( wt) ; 0 = Bsin(wt) :
—BLw?sin(wt) — ALw?sin(wt) + gBsin(wt) =0

B+A=BL%:>A=B(L%—1)

3
—ALw?sin(wt) — ZBszsin(a)t) + gAsin(wt) =0

B+%A=AL‘L2 Azz gB
“ (27— 1) 1
3 B 2 3 3\2
B(f 1)_1(%_ ) (fz—1) Z:(L%_l):i@
Lw %
i:i g 1
e

Sustituyendo en

A=B(L%—1)=J_rB<%)2
1

¢ = (é)EAsin(wat) ; 0 =Asin(w*t)

4
1
3\2
¢ =-— (Z) Asin(w™t) ; 6 = Asin(w™t)
POS. P2. Una particula de masa m se introduce en un aro )

circular de radio R. El aro gira con una velocidad angular =
constante en direccidn vertical y la particula puede deslizarse a
lo largo del aro sin friccion.

(a) Escriba el Lagrangiano del sistemay explique cada uno de
los términos.

(b) Calcule las ecuaciones de movimiento.

(c) Para que valores de se puede encontrar una solucién
estacionaria.




(d) Del punto (c), y asumiendo la aproximacién de pequenas oscilaciones al rededor de
los puntos de equilibrio, determine (como funcién de w) las frecuencias de
oscilacion. ¢Todos los puntos de equilibrio llevan a soluciones estables? Explique

sus resultados

SOL POS.P2. Debido a la simetria es mejor trabajar en coordenadas esféricas (r, 8, ¢)

(a) La velocidad de la particula es
U = RO + wR sinf¢p
El Lagrangiano se puede escribir como:

1 A ~
L=T-V= Em(RHH + wR sianb)Z —mgR(1 — cos0)
1 . 1 .
= EmRZB2 + Ema)ZR2 sin? 8 + mgRcosf® — mgR
El primer término corresponde a la energia cinética y los ultimos tres terminos dan cuenta

del potencial efectivo
1
V(o) = Ema)ZR2 sin? 8 + mgRcos6 — mgR

(b) La ecuacioén de Euler-Lagrange
d <6L) oL oV
de\gg/ 00 96
1 ..
EmRZZH = —mgRsin 0 + mw?R? sin 6 cosH
0 = —gsin 0 + w? sin @ cosh

(c) Si 8 es constante entonces
0= —gsin 0 + w? sin @ cosO

0 = sin (w?cosH — %)

2
g Wp
2

——=—: O, =T
w?R ~ w2’ 3

6, =0 ; cosB, =

Las soluciones para cualquier w existen para 68,y 65 , pero para 6,, existe si
239 _,2
we > R Wy -
(e) Para averiguar las soluciones alrededor de los puntos de equilibrio (8 = 6; + ) y
. . . ]
sabemos que cualquier funcién g(0) = g(6;) + 92—“;] lg, - Sig(@) = %, entonces

de las ecuaciones de Euler-Lagrange se tiene que

L0 e 0% 1 92V
mR 9:2_%;_)7"-12 5:_5W|9iﬁﬂi:mR2W 0;
0V

297 = mgRcos 0 — mw?R?(cos? 8 — sin? )



= mgRcos § — mw?R?*(2cos?6 — 1)

Qf = wicos 6; — w?(2cos? 6; — 1)

6, =0, Qf=0w)—w? Estable para w < w, e inestable para w > w,
2 4 4 4
W 2w W w
__p 2 2 p_ p_ 2__P
= cost—wz, Q5 =—-w (a)“‘ 1>+w4—a) 2 Estable para w > w,
6;=m, Q}=-wi-w?<0 Siempre inestable

POS.P3. Una maquina de Atwood consiste de una polea en forma
de circulo de masa My radio R. une a dos cuerpos de masas m1y

D
m; por una cuerda de longitud [ y densidad de masa A. \/
[ ]

(d) Calcule el Lagrangiano del sistema

(e) Calcule la posicion de m como funcion del tiempo con la
condicidn de que x(0) = x, y x(0) = 0.

(f) Explique fisicamente su resultadosim; = m, =0 2

m

SOL POS.P3

(a) Se obtiene primero la ecuacién de ligadura del sistemay

teniendo presenteque M = p x />\
M R
l=x+y+nR \_/
mv? myv? mov? lw? 1 Iy,
T = > + > + > + > =§<m1+m2+mc+ﬁ)x ) y
X y
V=-mgx-—mygy—Agx;—Agy5
A
= —(m; —my)gx — 7‘g(x2 + (1 —x)?) my
1 I Ag E
L= —V=§<m1+m2+mc+ﬁ)x2+(m1—m2)gx+7(x2
+ (1 —x)?)

L, . d (dL\ L
(b) La ecuacion de movimiento es. — (—) ——=0
dt \ox ax



(c)

I
<m1+m2+mc+ﬁ)k’= (my —my)g —Ag L+ 2Agx

¥—Db*x=a

m;—m, — Al 21
a=g 1 2 — p2 — 9

m1+m2 +mc+ﬁ

m1 + mz + mC + ﬁ

La solucidn general a esta ecuacion diferencial es la suma de la solucidn particular
mas la homogénea, es decir:

a mq—mo—Al

x(t) = -5+ Acosh bt + Bsinhbt ~ ; & ="

Suponiendo que x(0) = x, y x(0) = 0, se obtiene:

a a
; B=0. > x(t)=——+(x0+—)coshbt

A = xO bz bz

+ b_2
Sim; = m, = 0, Entonces la cuerda se mueve debido unicamente al desequilibrio
entre los pesos de sus partes colgantes a cada lado de la polea.

a _ L. o2 _ 2k | _ ! ( _i)
=5 b _mc+RI—2 ,x(t)—2+ Xo Zcoshbt

. l l —_
Sixg = - entonces x(t) = 5 ,Ia cuerda permanece en reposo en equilibrio
inestable. De las euaciones es facil identificar un tiempo caracteristico que es 7 =
1 .., . .

o De la ecuacion se puede leer que para un tiempo mayor que un tiempo

caracteristico, la velocidad tanto de las masas como la cuerda crece de manera
exponencial, este comportamiento se debe a que el peso de un lado de la cuerda
va creciendo mas rapido que al otro lado, incrementando el desbalance como
funcién del tiempo.
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1. Problema 1 (Pregrado) - 20 Puntos

El Hamiltoniano de un oscilador arménico unidimensional puede ser escrito en unidades naturales (m =
h=w=1) como:

H=a"a+

)

| =

donde a = (ii;%ﬁ ), al = (i;%ﬁ ). Una de las funciones propias es:

Vo = (22° — 3z) exp(—2?/2).

Encuentre las dos funciones propias mas cercanas en energia a la funcion v, (no tiene que normalizar).

2. Problema 2 (Pregrado) - 20 puntos

Considere un electron, confinado en un potencial tipo oscilador harmoénico simple en tres dimensiones
(isotropico). Ahora, piense que deseamos incluir los efectos de interaccion del potencial externo con el espin
del electrén, de manera analoga a los efectos espin-orbita:

H=H"+V

€eo)’

donde
2 2,.2
P mwer
" 2me. T3
‘71 ]. 1 dV(T) -

_ L LWVO); g
2m2c2r dr

€eo
(a) (5 puntos) Escriba los valores propios respectivos para el estado base y el primer estado excitado.

(b) (15 puntos) Use teoria de perturbaciones para determinar como cambian los valores propios del inciso
anterior, si se incorpora ahora la perturbacién asociada a la interaccion del potencial con el espin.

3. Problema 3 (Pregrado) - 20 puntos

Suponga que un electrén en el atomo de Hidrogeno posee la siguiente funcion de onda

Ra [A[2Y2 11+ 4/ 22 11 |. 1)
[Virem 3w

(a) (10 puntos) Si se realizara una mediciéon de I:z, ;qué valores propios se obtendrian y con qué probabili-
dad?

(b) (5 puntos) Repita el inciso anterior con L.

(c¢) (5 puntos) Si se hiciera una medicion de 52 y §z, ,qué valores propios se obtendrian y con que proba-
bilidad?

4. Problema 1 (Posgrado) - 30 puntos

Use métodos variacionales para encontrar la energia del estado base, para una particula que se mueve en
una dimension, bajo la accion de un potencial de la forma

V(z) = azr?



5. Problema 2 (Posgrado) - 30 puntos
Demuestre que si ¢ es un campo escalar la acciéon para el Lagrangiano

h2

L(¢,0u0) = 5 - 0ud(2)0"d(x) = V(9) (2)

es invariante ante transformaciones de Lorentz.

6. Problema 3 (Posgrado) - 30 puntos

Un boson escalar se desintegra de manera espontanea un pareja fermion anti-fermion, bajo una interaccion
tipo Yukawa, es decir

Lr=—g:99s:.

(a) (10 Puntos) Explique el significando fisico de cada termino y realice el diagrama de Feynmman respectivo
para la siguiente expresion

— — — — — — —
Mg ~ ¢¢’¢($2)¢($3)%(w1)¢ﬂ($2)¢a($1)¢ﬁ($2) Py (23) Yy (w3)P(21) - ‘¢>

(b) (20 Puntos) Escriba la expresion matemaética para el elemento matricial M. Debe incluir los espinores
respectivos del proceso.
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1. Problema 1 (Pregrado) - 20 Puntos

El Hamiltoniano de un oscilador arménico unidimensional puede ser escrito en unidades naturales (m =
h=w=1) como:

H=a"a+

)

DO | =

donde a = (5”:;;}3 ), al = (i;%ﬁ ). Una de las funciones propias es:

Vo = (22° — 3x) exp(—2?/2).

Encuentre las dos funciones propias mas cercanas en energia a la funcion v, (no tiene que normalizar).

Solucion:

Los operadores de aniquilacién y creaciéon bajan y suben la energia del estado en una unidad, donde los
valores en la escalera de energia tienen un espaciado constante de 1. Entonces, las dos funciones propias
con energias mas cercanas a F, son E, + 1, correspondientes a las funciones propias afv, y at,. Ahora
encontramos dichas funciones:

atyy = [i\_/gﬁ] (2m3 — ?)30)6_“’2/2

_ L {$(2x3 - Sx)eﬂgg/2 _ 4 [(2:1:3 - 3x)ez2/2]}

2 dz
1

V2 [(25”4 —322)e /% — (62% — 3)e /% + (227 — 3m2)e*$2/2]
1

-5 | (42t — 1202 + 3)e="12)]

Haciendo un procedimiento similar para ag:

_ 3 —a2pp 4 3 —a?/2

=% {x(?z 3x)e + . [(QI 3x)e ]

= % [(2x4 — 322”2 4 (622 — 3)e™® /2 — (22 — 322)e® /2]
= % [(6952 3)e " /2]

2. Problema 2 (Pregrado) - 20 puntos

Considere un electron, confinado en un potencial tipo oscilador harmoénico simple en tres dimensiones
(isotropico). Ahora, piense que deseamos incluir los efectos de interaccion del potencial externo con el espin
del electréon, de manera analoga a los efectos espin-orbita:

H=H+ ‘A/e,ov
donde
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f{o _ ]32 mw2r2

_2m6+ 2

At 1 1 dV(T) A
V., = — L-S
€ 2m2c2r dr

(a) (5 puntos) Escriba los valores propios respectivos para el estado base y el primer estado excitado.

(b) (15 puntos) Use teoria de perturbaciones para determinar como cambian los valores propios del inciso
anterior, si se incorpora ahora la perturbacién asociada a la interaccion del potencial con el espin.

Solucion:

(a) Sabemos que para el oscilador armonico isotrépico en 3 dimensiones, los posible estados de energia
estaran dados por:

3
En—hw<n$+ny+nz+2>

Entonces, para el estado base FEygg = %hw Para el primer estado tenemos E1gg = ghw

(b) Note que

N 1 1dV(r)z 2
V,=—-——"-=L-S
€ 2m2c2r dr
_ mew’r® dv(r) _ 2
Por lo tanto, dado que V(r) = ™2~ tenemos que — .~ = mcw-r. Por ende
Ny 1 1 5 > 4 w2 a oo
Veo = gz pmewrl- 5 =505 L

=

2
Cémo sabemos: (E + S) =[2+852+42L-§ y por lo tanto:

Ahora, note que el estado del electron puede ser descrito por |n, ¢, mg, s, ms). Por lo tanto, dado que

S0

L.

N =

I 2

R
L-S|n,l,mg, s,mgy = 5(](] +1) =Ll +1)—s(s+1))|n,L,mg,s,ms),

es muy fécil darse cuenta que para el estado base £ =0y s = 3, L. 5\0, 0,0,1/2,+1/2) = 0.
Ahora, para el primer estado excitado, £ =1y my; = —1,0, 1. Por lo tanto, paran =1, £ =1, mey = 1,
s=1/2, mg=1/2

~ ~ 2 2
L-S)1,1,-1,1/2,1/2) = %(15/4 —2-3/4)[1,1,1,1/2,1/2) = %

Esto se puede calcular para los otros valores de my. Por lo tanto, tenemos:
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5 h2w?
By = —hw+ ——
L=t e

3. Problema 3 (Pregrado) - 20 puntos

Suponga que un electréon en el &tomo de Hidrégeno posee la siguiente funcién de onda

1 2
R [\/?YP 1T+ \/;Yll |l>] (1)
(a) (10 puntos) Si se realizara una mediciéon de I:z, ;qué valores propios se obtendrian y con qué probabili-
dad?

(b) (5 puntos) Repita el inciso anterior con L. .

(¢) (5 puntos) Si se hiciera una medicion de 52 y 52, ;qué valores propios se obtendrian y con que proba-
bilidad?

Solucion:

(a) Recordemos la funcion de onda

60,0 = Faa [y [P0+ B0 |

La cual, si reescribimos en términos de las funciones propias del atomo de Hidrégeno ), ¢, , es:

00:0.9) = [ S 1+ 7 2w 1.

Si nos damos cuenta, todas las componentes de la funciéon de onda poseen £ = 1. Por tal cuestién vemos
que el tnico valor que se puede medir de L? es:

izwml,"u = h21(1 + 1)wn,17mtz = 2h2wn,1,mtz'
Por lo cual obtenemos el valor de 22, con probabilidad 1.

(b) Sirealizamos el mismo procedimiento anterior, pero ahora lidiando con I:Z, vemos que se pueden obtener
los valores my = 0, h con probabilidades p = % yp= % respectivamente.

(¢) Para este ejercicio empezamos escribiendo el estado de la siguiente forma

|¢> = \/§|271’0>|T>+ \/§|271’1>|~L>3

el cual, en términos de productos tensoriales entre los vectores |n, ¢, m;) y |s, ms), toma la forma

1 11 2 1 1

En este caso, el operador S? tnicamente actiia sobre los estados de espin, de lo cual leemos automati-
camente que los valores y sus correspondientes probabilidades son

1/1 3
2RI Z4+1) =SR2 =525 p=1.
si="h 2(2 + ) 4h s5 = p (3)
Asi mismo vemos que para S; nos queda:
h 1 h
i==—>p=—=:(s)2 = —=. 4
(s:)1=5 = p=3i(s:)2= =5 (4)



4. Problema 1 (Posgrado) - 30 puntos
Use métodos variacionales para encontrar la energia del estado base, para una particula que se mueve en

una dimensién, bajo la accién de un potencial de la forma

V(z) = az?

Solucion

Basicamente tenemos el oscilador arménico cuantico en una dimensiéon. Recordemos que en este caso el
operador Hamiltoniano tiene la forma

R 1
H= " 242
2m o0z? = 2

con energias B, = (n + %)ﬁw Note que el término de potencial en el Hamiltoniano es simétrico en +x

y —z, dada su forma cuadrética. Por otro lado, el término cinético impone que la funcién debe ser suave
(diferenciable). Con esta formacion, note que podemos proponer como funcion de prueba una gaussiana, es
decir

Y(z) = Ae™b.

Primero, encontramos la constante de normalizacion

1/4
[ wkae—tap |7 en gy 2 ima- (2

Ahora, para encontrar la energia podemos usar el hecho que H tiene una parte cinética y una parte
potencial, por lo cual podemos explotar la linealidad del valor esperado

(iy= () 0).

Calculemos cada uno de estos de forma individual. Para la energia cinética tenemos
n? d?

— *

(1) = it = [ o (gt Jvae

= _7| | J 7bz ( 2be —bx? +4b2 2 7bm )dx

_ a2 —2bx? 2

= 2m|A| J e 2b(2bz= — 1)dx

([ oy [my  [@

- om \ 7 8 2b
) A v ]

@=:_E9

2m
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Continuemos con la energia potencial

0 Voo [0 2 —obe?
<V>:fw* | Al x“e dz

| |
N~ N
& g
[\v] (]
/N 7N
] )
AR AR
N~
— —
~ ~
[\V) [\)
1
1= |
o N |
S g:."m
| =
I_Il =
] 8
®I
[\v)
f=al
8
N
o,
| S

(V-2

Juntando ambos valores esperados, tenemos que el valor esperado del Hamiltoniano es

()= 51

Ahora, busquemos el minimo

- 2m 8b2

@ h? mw? _
ob

Despejando llegamos a que

mw

=
2h

Si reemplazamos este valor en la expresiéon para el valor esperado del Hamiltoniano nos queda que

. B2 mw  mw? 2k 1
H)= —— =z
< > 2m 2h + 8 mw 27%1 (7)

5. Problema 2 (Posgrado) - 30 puntos
Demuestre que si ¢ es un campo escalar la accién para el Lagrangiano

£06,640) = 5 0,0(2)2"9(x) ~ V(9) Q

es invariante ante transformaciones de Lorentz.
Solucién

Consideremos primero la densidad lagrangiana transformada:
I / / / h2 / / !/ ruy AL /! / !
L= £61,0,0') = 504 (&)™ 80! (0') = V(o' (@) ©)

al ser un campo escalar, ¢ no tiene indices de espin y por tanto ¢'(z’) = ¢(a’), pero los cuadrigradientes
0, transforman como 0; = AJ,0, mientras que el tensor métrico es invariante bajo transformaciones de
Lorentz, n*¥ = n#. Por tanto, la densidad Lagrangiana transformada es:

h2

£, 0.9 = 5~ [(ADa] o) [(A7)06] 6(a") = V(6(a) (10)
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Ahora, note que el primer término depende de la contraccion Ajn*?Af que corresponde justamente a la
relaciéon de pseudo-ortogonalidad de las matrices de Lorentz, esta es

AL AT = (11)

Por tanto, la densidad Lagrangiana transformada es:

h2
LY, 0,9") = 5—0ud()0"¢(2") = V(g()) (12)
La accién transformada es por tanto,
! ]‘ ! ! ! hz ! ! !/
S = Efd‘*:pc = Jd% [Qmam(x Yot (x') — V(d(x ))] (13)

pero ' es solo una variable muda de integracion, por tanto bajo el cambio de variable 2’ — z se tiene Que

5= | [Wam(x’)a%(x') V()| (14)

o] gttt - vist| - s (15)

es decir que S’ = S y por tanto la accion es invariante ante transformaciones de Lorentz.

6. Problema 3 (Posgrado) - 30 puntos

Un bosén escalar se desintegra de manera espontanea un pareja fermion anti-fermién, bajo una interaccion
tipo Yukawa, es decir

Lp=—g:Po:.

(a) (10 Puntos) Explique el significando fisico de cada termino y realice el diagrama de Feynmman respectivo
para la siguiente expresion

—

M; ~ ¢¢’¢($2)¢($3>¢a(l‘1)¢B($2)¢a($1)¢ﬂ($2) L (23) by (23) (1) - |¢>

(b) (20 Puntos) Escriba la expresion matemética para el elemento matricial M. Debe incluir los espinores
respectivos del proceso.

Solucion:

(a) (10 puntos) En primer lugar, es posible darnos cuenta que el Gnico término del producto ordenado
normalmente que no da una contribucién nula a la matriz es aquel dado por

L g (x3) 0, (23)p(21) = 0 (22)07 (23) o (1)
Por ende

- 1 1 - -
Mg ~ ¢¢'¢(~T2)¢>($3)%(Il)%!f/s(xz)%(xl)%(xs)w(sz)W(1’3)¢+(1171)

o)
Interpretando el diagrama, vemos que este nos dice que la particula escalar se aniquila en el punto x1,

se crea un fermiéon que viaja de x; a x5 en conjunto con un anti-fermién que viaja de x1 a z3, ademés
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que en el punto x5 se irradia un escalar que viaja hasta xs3. Este proceso puede ser ilustrado por el

diagrama

(b) (20 Puntos) Para encontrar el elemento matricial M, usamos las reglas de contracciones, las cuales nos

dejan con que la matriz S asociada al proceso buscado es

SB) —(—ig)3 Jd4x1 Jd4x2 Jd4x3
X ZAF (.132 — $3) iSFﬁa ($2 — l‘l) Z.SFa'y (1‘1 - 333)
x ()b () [0 (w2) =" (w3) 4 (1) |$(K))
Ahora, recordamos que las expresiones explicitas para los campos en términos de los operadores de
creaciéon y aniquilaciéon son:
d'qr [ d'qx [ d'gs
59 = (i [t [ e | i [ 55 |
(=ig) . 2 s 2m)* ) 2m)* ) (2n)4
X iAp (q1) et (z2—23)
X iSpga (q2) e 72 2728, (qg) e~ (217 23)

e—ikml ,aéi’(p)eipmz sz (p/) eip/,xa

\/2ka Q/QEPV \/QEP/V

Integrando sobre las posiciones, obtenemos que las funciones exponenciales corresponden a deltas de

X

Dirac, por lo cual:

. dtqp [ d*q [ d%q
59 = 02 | s | G | o200 = - n = 5= =1
1 1 1

x iAp(q1)[ts(p) x iSp(g2) x iSr(gs)ve (p')] lx/kaV JIE,V \J2E, V

Aplicando los delta, obtenemos que dos de las integrales se reducen. Por ende, la matriz es ahora
(3) : 33 454 / d'q . - .
S =(—ig)*(2m)*6"(k —p — p') W'LAF(Q)[Us(p) x iSp(p—q)
1 1 1
iSr(p—q— kg (p
X1 F(p q )'U (p )] [\/2ka \/2EpV \/QEP/V

Luego, podemos leer inmediatamente la matriz M:

M = (—ig)gf (;34 iAR(q)[us(p) x iSk(p —q) x iSF(p — q — k)ve ()]
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Examen de Conocimientos — Mecanica Estadistica

Nombre y Cédigo:

Departamento de Fisica, Universidad de los Andes

Programa de Doctorado en Ciencias — Fisica

Semestre 2024-2

1.
2.

INSTRUCCIONES

Los problemas deben ser resueltos en hojas separadas.

No se dard crédito extra si entrega la solucién a un tercer problema. En tal
caso, solo dos soluciones se tendran en cuenta, a voluntad del calificador.

Para obtener el puntaje total debe tener un desarrollo claramente explicado y
apropiadamente justificado; sea breve pero preciso.

El incumplimiento de estas instrucciones llevara a una nota final de cero.

. El examen se debe resolver de forma individual.

El examen abarca dos partes: pregrado y posgrado. Para cada parte: (i) resuelva dos
de los tres problemas propuestos; (ii) los problemas tienen el mismo valor.

4
5. No se permite el uso de libros, apuntes o dispositivos electrénicos.
6.

7. Duracion del examen: tres horas.

Nota: Durante el examen se proporcionaran a los estudiantes las formulas y expre-
siones necesarias para resolver los problemas.

PREGUNTA PunTos Nota
1. Teorema de equiparticiéon 20
2. Ley de Curie 20
3. Gas ideal diatémico 20
4. Molécula unidimensional 30
5. Fermiones en dos dimensiones 30
6. Bosones en dos dimensiones 30
Total: 100
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Examen de Conocimientos — Mecéanica Estadistica Fisica — Uniandes

1. Preguntas de pregrado

Pregunta 1. Teorema de equiparticién ............. .. ... .. ... .. ... (20 puntos)
Considere un sistema de N osciladores arménicos clasicos en tres dimensiones espaciales. Los
osciladores tienen la misma frecuencia natural de oscilaciéon wy y estdn a una energia fija F.
Calcule la entropia S y la temperatura 1" del sistema de osciladores. Discuta brevemente el
significado fisico de sus resultados.

Sugerencia: Adimensionalice el hamiltoniano introduciendo el cambio de variables

2
2 2 2 2 .
pj—2m77j, qj—mU3N+jv J=1...,3N

de forma que la energia es F = Z?fl 77]2 y el volumen en el espacio de fase es calculado para
un sistema de 6N grados de libertad (més facil de calcular).

Pregunta 2. Ley de Curie ........... ... ... ... . . i (20 puntos)
Una red en tres dimensiones tiene N sitios. Cada uno es ocupado por una particula con mo-
mento magnético p y estd en contacto con un bano térmico a temperatura 7'. Suponga que los
atomos no interactian entre si pero tienen una energia potencial debido a la presencia de una
campo magnético uniforme externo H = HyZ. Encuentre la magnetizacion y la susceptibilidad
magnética por sitio (momento).

Pregunta 3. Gas ideal diatémico............... ... . ... L (20 puntos)
Un gas ideal clasico estd compuesto de N moléculas diatémicas, cada una con un momento
dipolar eléctrico bien definido p. El gas esta confinado dentro de una caja de volumen V' y estd
en presencia de un campo eléctrico uniforme E. Ignore la interaccién entre moléculas. Calcule
la polarizacién eléctrica y la constante dieléctrica en el limite |p - E| < 87! = kpT.

2. Preguntas de posgrado

Pregunta 4. Molécula unidimensional ................ ... ... ... ... ... o (30 puntos)
Un modelo de una molécula elastica consiste en una cadena en una dimensién compuesta de
N enlaces (bonds or links). El estado de cada enlace se puede representar con dos nimeros
cuédnticos. (i) La longitud posible de cada enlace ¢, la cual puede tener valores a o b, como se
muestra en la Figura de abajo. (ii) El estado vibracional de cada enlace, que se modela como
un oscilador armonico con frecuencia angular w, para { = a y w, para £ = b. La energia del
estado vibracional es

1N\ [, €=
E(n,z):<n+> ¢ n=1,23...
2) \hwy, =0

Suponga que la molécula (la cadena) se encuentra en contacto con una bano térmico a tempe-
ratura Ty es sometida a una tension F' en sus extremos como lo muestra la figura de abajo.

(a) Determine la funcién de particién de la molécula. Puede usar el ensamble que desee; sin
embargo, le sugerimos que el ensamble isobarico para simplificar los célculos.
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Figura 1: Diagrama referente a la Pregunta 4. Molécula unidimensional.

(b) Encuentre la energia promedio de la cadena como funcién de la temperatura, la tensién y
las energias del punto cero de cada estado vibracional.

(c¢) Calcule la longitud promedio de la molécula. En el ensamble isobérico se puede encontrar
como la derivada del logaritmo de la funcién de particién con respecto a BF', donde 8 =
1/kT. La longitud de la cadena estda dada por L = Eévzl l;.

(d) Analice los limites de temperaturas baja y alta para la longitud media. Interprete sus
resultados en términos fisicos.

Pregunta 5. Fermiones en dos dimensiones..................................... (30 puntos)
Considere un gas de N fermiones no relativistas y no interactuantes con masa m y espin s que
se mueven en una superficie cuadrada cuya area total se denota como A.

(a) Calcule la densidad de estados de una sola particula g(F) como funcién de la energia F,
la masa m y el drea A.
Sugerencia: Empiece calculando la densidad de estados en espacio de momento, y luego
transforme a espacio de energia.

(b) Determine la energia de Fermi Er de todo el gas como una funcién de la densidad de
particulas p = N/A.

(c) Encuentre la energia total por particula E/A y la presién del gas a temperatura cero
(T = 0) como una funcién de la densidad.

(d) Un recipiente estd separado en dos compartimentos por un pistén deslizante. Dos gases
de Fermi bidimensionales con espin 1/2 y 3/2, pero con la misma masa se ubican en
los compartimentos izquierdo y derecho, respectivamente. Determine la relacién entre las
densidades de los dos gases en equilibrio para T' = 0.

Pregunta 6. Bosones en dos dimensiones .................. ... .. ... (30 puntos)
Considere un gas de fotones que no interactian en dos dimensiones, confinado en un area
cuadrada A = L? con condiciones de contorno periédicas y mantenido a temperatura 7.

(a) Determine los valores permitidos del nimero de onda del fotén k y la frecuencia w. Calcule
la densidad de estados g(w) de los fotones.
Sugerencia: Empiece calculando la densidad de estados en espacio de momento, y luego
transforme a espacio de frecuencia.

(b) Escriba una expresién para In Z(T) como una integral sobre la frecuencia del fotén w,
donde Z(T') es la funcién de particién cuédntica del ensamble gran candnico del gas.
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(c) La densidad de energia total U/A del gas se puede escribir como una integral sobre la

frecuencia del fotén: U oo
i /0 dw u(w, T)

Encuentre la funcién u(w,T') y determine la dependencia con la temperatura.

(d) Calcule la entropia por fotén y muestre que es independiente tanto de la temperatura T’
como del drea A. Exprese sus resultados finales en términos de integrales adimensionales;
no hay necesidad de evaluarlas explicitamente.

3. Formulas utiles

/2
Va(R) = m}%d (volumen de una d-esfera)
In(n!) ~nln(n) —n (aproximacion de Stirling)

QE,N
S(E,N) =kpln ((hS’N)> (entropia para el ensamble p-canénico)

1
L(x) = coth(x) — — =~ g, para r < 1 (funcién de Langevin)
x

/ df sin fe* <50 = 2 sinh(x)
0

X

Z e~ (n+1/2)x
T2 smh(:z/Z)

lim sinh(z) = €*
T—00

lim coth(z) =1

T—r0o0

lim sinh(z) = x
z—0

lim coth(z) = —
z—0 x
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