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Electromagnetismo

Instrucciones: El examen comprende dos partes. Para cada parte debe resolver dos de los tres problemas propuestos.
Los problemas deben ser resueltos en hojas separadas, y solo debe entregar la solución a dos problemas por parte.
No se dará crédito parcial si decide entregar la solución a un tercer problema, y en tal caso, solo dos de las soluciones se
tendrán en cuenta, a voluntad del calificador. En cada parte, todos los problemas tienen el mismo valor.

No se permite el uso delibros, apuntes, o dispositivos electrónicos.

Duración : 3 horas.

X

Parte 1: Resuelva dos de los siguientes tres problemas (20 puntos c/u)

1. Un condensador está compuesto por dos cilindros coaxiales conductores de longitud l y radios a y b, con
a < b.

a) Calcule la capacitancia del condensador, suponiendo un caso general en el que el medio entre los dos
cilindros está relleno de un dieléctrico de permitividad ε.

b) Suponga ahora que sin dieléctrico de por medio, el condensador se posiciona verticalmente sobre un
recipiente con líquido dieléctrico de permitividad ε> ε0 y densidad ρ, de tal forma que el líquido pueda
subir por el espacio entre las placas. Si se mantiene una diferencia de potencial V entre las placas, ¿a
qué altura h asciende el líquido?
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2. Considere un solenoide de longitud l y radio a, construido con un alambre que enrolla N veces y por el
que pasa una corriente dependiente del tiempo I (t ), positiva en la dirección que se indica en la figura. Supon-
ga que el embobinado es suficientemente denso como para suponer que la corriente fluye uniformemente
sobre la superficie del solenoide en la dirección perpendicular a su eje, y que la relación l /a lo suficientemen-
te grande para despreciar efectos de borde.

a) Calcule el campo magnético dentro del solenoide, e integrando la densidad de energía u = 1
2µ0

|B|2,
encuentre la energía total U (t ) almacenada en el solenoide como función de la corriente instantánea.

b) Suponga ahora que d I /d t < 0. Calcule la magnitud y dirección del campo eléctrico inducido en un
plano perpendicular al eje del solenoide. Indique claramente el sentido en el que apunta el campo.

c) Usando los resultados de las partes (a) y (b), calcule el vector de Poynting S(t ) en la superficie de sole-
noide, indicando claramente su dirección. Calcule el flujo saliente de energía electromagnética al sole-
noideΦE (t ) = ∮

SS ·da sobre la superficie del solenoide, y verifique que se cumpleΦE (t ) =−dU /d t .

a

I(t)

ll

3. Suponga que en el semiespacio x > 0 hay un campo magnético constante B = B ẑ. Un electrón incial-
mente libre en la región x < 0, moviéndose en la dirección +x con energía cinética E , entra a la región en la
que está el campo y recorre media órbita ciclotrónica hasta que sale nuevamente a la región sin campo. Si
∆E es la energía total que radía el electrón durante su paso por la región con campo magnético, es posible
expresar la razón ∆E/E como

∆E

E
= B

B0
,

donde B0 es una constante con dimensiones de campo magnético que depende de la carga y masa del elec-
trón y otras constantes del electromagnetismo. Suponiendo que ∆E ¿ E , determine la constante B0 y estime
su valor en Teslas.
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Parte 2: Resuelva dos de los siguientes tres problemas. (30 puntos c/u)

1. Una solución de dextrosa responde a un campo eléctrico aplicado con una polarización eléctrica dada
por

P = γ∇×E ,

donde γ es una constante que depende de la solución.

a) Incluyendo en las ecuaciones de Maxwell las densidades de carga y corriente asociadas a las cargas
ligadas, ρl =−∇·P y Jl = ∂P

∂t , demuestre que el campo eléctrico satisface la ecuación de onda modifi-
cada:

∇2E = 1

c2

∂2E

∂t 2 +γµ0
∂2

∂t 2 (∇×E) .

b) Sean E+(z, t )+ y E−(z, t ) ondas planas monocromáticas de frecuencia ω, dirección de propagación
z y polarización circular derecha (+) o izquierda (−), correspondientes a las partes reales de ondas
complejas de la forma

Ẽ(z, t )± = Ẽoε±e i (k±z−ωt ) ε± = 1p
2

(
x̂± i ŷ

)
,

donde k+ y k− son números de onda positivos por determinar. Demuestre que escogiendo k± apropia-
damente, es posible encontrar E+(z, t ) y E−(z, t ) que satisfagan independientemente la ecuación de
onda de la parte (a), pero con distintas velocidades de propagación v± = ω

k± . Determine los índices de
refracción n± = c/v± de las dos ondas, suponiendo que γµ0ωc ¿ 1.

c) Suponga que sobre una lámina de espesor d rellena de la solución de dextrosa, incide normalmente
una onda de frecuencia ω y polarización lineal, por ejemplo polarización en x̂. Demuestre que la onda
que sale del otro lado de la lámina también está polarizada linealmente, pero con el vector de polariza-
ción rotado con respecto al de la onda incidente. Determine el ángulo y el sentido de rotación. (Ayuda:
considere la onda incidente como una superposición de una onda de polarización derecha y otra de
polarización izquierda y para cada componente analice la amplitud y fase de la onda transmitida).
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2. Un medio dieléctrico de permitividad ε contiene una cavidad esférica vacía de radio R, en el centro de la
cual se sitúa un dipolo eléctrico puntual de magnitud p en la dirección z.

a) Teniendo en cuenta la simetría azimutal, plantee una expansión multipolar en las coordenadas esféri-
cas r y θ, para la solución del potencial eléctrico tanto en el interior como en el exterior de la cavidad
esférica, y especifique las condiciones que debe satisfacer la solución cerca del origen y en el interfaz
entre los dos medios.

b) Usando el planteamiento anterior, determine los coeficientes de la expansión multipolar en las dos
regiones, y encuentre el potencial eléctrico para todo r > 0. Verifique que cuando ε = ε0, su respuesta
coincide con la expresión para un dipole en el vacío

V (r) = p ·r
4πε0r 3

c) Encuentre la densidad de carga de polarización, σp (θ), sobre la superficie de la esfera.

3. En el gauge de Lorentz los potenciales electromagnético debidos a una distribución de carga vienen
dados por

V (r, t ) = 1

4πε0

∫
d 3r′

ρ(r′, tr )

|r−r′| , A(r, t ) = µ0

4π

∫
d 3r′

J (r, tr )

|r−r′| ,

donde tr es el tiempo retardado tr = t −|r−r′|/c. Suponga que en el plano z = 0 se coloca una lámina infinita
de grosor despreciable, por la cual fluye una corriente superficial K(t ) = K (t )θ(t )x̂, donde la función de
Heaviside θ(t ) asegura que K (t ) = 0 para todo t < 0. Se sabe también que la densidad de carga superficial
sobre la lamina es nula para t = 0.

a) Encuentre expresiones para las densidades de carga y corriente ρ(r′, tr ) y J (r, tr )) sobre toda la lámina
y para todo tiempo, usando funciones delta de Dirac.

b) Introduzca coordenadas cilíndricas (ρ′,φ′, z ′) y suponiendo que el punto de observación se encuentra
en la posición z (x = y = 0), reduzca las integrales de los potenciales a integrales sobre la variable ρ′
en el plano; finalmente, cambiando la variable de integración de ρ′ a tr , obtenga expresiones para los
potenciales electromagnéticos en términos de integrales definidas sobre el tiempo de la magnitud de
la corriente K (t ). Asegúrese que su resultado sea consistente con el hecho de que K (t ) = 0 para todo
t < 0 y que cubra tanto el caso z > 0 como el caso z < 0.

c) Determine los campos eléctricos y magnéticos (tanto magnitud como dirección) en todo el espacio y
en todo tiempo, expresados en términos de la función K (t ). Interprete físicamente su resultado.

d) Encuentre una expresión para la intensidad de la radiación emitida por la lámina como función del
tiempo.
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Fórmulas generales

Ecuaciones de Maxwell en un medio lineal y relaciones constitutivas

∇·D = ρf ∇×H = Jf +
∂D

∂t

∇·B = 0 ∇×E =−∂B

∂t

D = εE = ε0E+P,

H = 1

µ
B = 1

µ0
B−M

∂ρf

∂t
=−∇· Jf

Fórmula de Larmor: P =µ0q2a2/6πc. Vector de Poynting: S = E×H

Identidades vectoriales:

∇(~A ·~B) = ~A× (~∇×~B)+~B × (~∇×~A)+ (~A ·~∇)~B + (~B ·∇)~A ~∇× (~A×~B) = (~B ·~∇)~A− (~A ·~∇)~B +~A(~∇·~B)−~B(~∇·~A)

~A× (~B ×~C ) = ~B(~A · ~C )−~C (~A ·~B)

Operaciones diferenciales en coordenadas esféricas:

∇ f = ∂ f

∂r
r̂+ 1

r

∂ f

∂θ
θ̂+ 1

r sinθ

∂ f

∂ϕ
ϕ̂ ∇·A = 1

r 2

∂

∂r

(
r 2 Ar

)+ 1

r sinθ

∂

∂θ
(sinθAθ)+ 1

r sinθ

∂Aϕ

∂ϕ

∇×A = 1

r sinθ

(
∂

∂θ

(
Aϕ sinθ

)− ∂Aθ

∂ϕ

)
r̂+ 1

r

(
1

sinθ

∂Ar

∂ϕ
− ∂

∂r

(
r Aϕ

))
θ̂+ 1

r

(
∂

∂r
(r Aθ)− ∂Ar

∂θ

)
ϕ̂

∇2 f = 1

r 2

∂

∂r

(
r 2 ∂ f

∂r

)
+ 1

r 2 sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂ f

∂θ

)
+ 1

r 2 sin2θ

∂2 f

∂ϕ2

Operaciones diferenciales en coordenadas cilíndricas:

∇ f = ∂ f

∂ρ
ρ̂+ 1

ρ

∂ f

∂ϕ
ϕ̂+ ∂ f

∂z
ẑ ∇·A= 1

ρ

∂

∂ρ

(
ρAρ

)+ 1

ρ

∂Aϕ

∂ϕ
+ ∂Az

∂z

∇×A=
(

1

ρ

∂Az

∂ϕ
− ∂Aϕ

∂z

)
ρ̂+

(
∂Aρ

∂z
− ∂Az

∂ρ

)
ϕ̂+ 1

ρ

(
∂

∂ρ

(
ρAϕ

)− ∂Aρ

∂ϕ

)
ẑ

∇2 f = 1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂ f

∂ρ

)
+ 1

ρ2

∂2 f

∂ϕ2 + ∂2 f

∂z2

Polinomios de Legendre:

1p
1−2xt + t 2

=
∞∑

n=0
Pn(x)t n P0(x) = 1 P1(x) = x P2(x) = 3x2 −1

2
P3(x) = 5x3 −3x

2∫ 1

−1
Pl (x)Pl ′ (x)d x =

∫ π

0
Pl (cosθ)Pl ′ (cosθ)sinθdθ =

{
0, l 6= l ′

2
2l+1 , l = l ′

}

Constantes útiles ( a cuatro cifras significativas)

e = 1,602×10−19 C me = 9,109×10−31 kg = 511,0keV c−2 c = 2,998×108ms−1 µ0 = 1,2566×10−6N · A−2

ε0 = 8,854×10−12F ·m−1 α= e2

4πε0ħc
= 1/137,0 ħc = 197,3eV ·nm

X
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Los camposcorresponden a ondasplanas con polarización en
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UNIVERSIDAD DE LOS ANDES

DEPARTAMENTO DE FÍSICA

EXAMEN DE CONOCIMIENTOS

2022-2 MECÁNICA CLÁSICA

Enero 10, 2023

• Instrucciones: El examen comprende dos partes. Para cada parte debe
resolver dos de los tres problemas propuestos. Los problemas deben
ser resueltos en hojas separadas, y solo debe entregar la solución
a dos problemas por parte. No se dará crédito parcial si decide entregar
la solución a un tercer problema, y en tal caso, solo dos de las soluciones se
tendrán en cuenta, a voluntad del calificador. Todos los problemas tienen
el mismo valor.

• No se permite el uso de libros, apuntes, o dispositivos electrónicos.

• Duración : 3 horas.

Parte 1: Resuelva dos de los siguientes tres problemas (25 puntos c/u)

1. Estime el radio que debeŕıa tener el Sol (M = 2×1030kg) para convertirse
en un agujero negro. Exprese su respuesta en unidades de metros.

2. Un insecto de masa m camina radialmente hacia afuera sobre un disco.
La rapidez radial del insecto es v. El disco, a su vez, rota alrededor de
su centro con velocidad angular Ω constante. Calcule la magnitud de la
fuerza que actúa sobre el insecto en la dirección del plano del disco cuando
el insecto está a una distancia r del centro del disco.

3. Dos estrellas de masa igual a la masa del Sol se encuentran orbitando una
alrededor de la otra. Las mediciones astronómicas dicen que la distancia
relativa entre las dos estrellas es constante e igual a una hora luz. Calcule
el peŕıodo del movimiento rotacional en unidades de años.
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Parte 2: Resuelva dos de los siguientes tres problemas (25 puntos c/u)

1. Considere el siguiente lagrangiano de una part́ıcula restringida a moverse
en el plano x-y donde m, q, B y c son constantes.

L =
m

2
(ẋ2 + ẏ2) +

qB

2c
(xẏ − ẏx). (1)

Utilice este lagrangiano para encontrar la constante de movimiento asoci-
ada a la rotación en torno al origen del sistema de coordenadas.

2. Considere una part́ıcula de masa m restringida a moverse sobre un cilindro
descrito por la ecuación x2 +y2 = R2. Sobre la part́ıcula actúa una fuerza
radial restauradora ~F = −k~r donde ~r es el vector que indica la posición de
la part́ıcula con respecto al origen del sistema de coordenadas. Adicional-
mente el sistema se encuentra en presencia de un campo gravitacional
constante ~g = −gk̂.

• Calcule el hamiltoniano del sistema en coordenadas ciĺındricas.

• A partir del hamiltoniano calcule las ecuaciones de movimiento.

• Identifique dos constantes de movimiento del sistema y explique porqué
se conservan.

3. El péndulo doble de la Figura 1 oscila en el plano vertical.

• Escriba el lagrangiano del sistema.

• Obtenga las ecuaciones de movimiento para el régimen de oscilaciones
pequeñas, suponiendo que L1 = L2 = l y m1 = m2 = m.

• A partir del resultado anterior, escriba el sistema de ecuaciones de
movimiento acopladas para θ1 y θ2 en forma matricial y determine las
frecuencias de oscilación de los modos normales del sistema, o en su
defecto, explique cómo encontraŕıa dichas frecuencias de oscilación.

Figure 1: Péndulo doble.

Valores de algunas constantes universales:

• G: 6.67430 × 10−11 N m2 kg−2

• c, velocidad de la luz: 2.99792458 × 108 m s−1.
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Doctorado en Ciencias - Física
Examen de Conocimientos - 2023

Mecánica Cuántica

Reglas:

Debe escoger y resolver dos problemas de nivel de pregrado y dos problemas de nivel de pos-
grado.

No se permite el uso de libros, apuntes, o dispositivos electrónicos.

Los problemas propuestos deben ser resueltos a mano explicando claramente el procedimiento.

El examen se debe contestar de forma individual. No debe comunicarse con ningún compañero
o compañera.

Al firmar el examen, usted acepta estas reglas. De no cumplirlas estará sujeto a las acciones
estipuladas en los reglamentos de la Universidad de los Andes.

Duración total del examen : 3 horas

1. (20 puntos. Nivel: Pregrado)

El potencial que describe la interacción entre nucleones (protones o neutrones) posee un término que acopla el spin de
las partículas al momentum angular entre ellas. A nivel nuclear, esta interacción se manifiesta como un potencial de la
forma:

V = vSO(r ) L⃗ · S⃗ ,

donde vSO(r ) es una función que solo depende de r , la distancia al centro del núcleo; L⃗ es el momentum angular orbital
de un nucleón dado; y S⃗ es su spin.

Para un estado con números cuánticos: n, j , m j , ℓ, s; calcule ∆Eℓ , la separación en los niveles de energía que resultan
de esta interacción.
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2. (20 puntos. Nivel: Pregrado)

Considere una partícula de masa m cuya dinámica está descrita por un hamiltoniano de la forma:

H = p⃗2

2m
+ 1

2 mω2 r⃗2 .

Para ésta partícula calcule los niveles de energía y su degeneración.

3. (20 puntos. Nivel: Pregrado)

Una partícula de masa m está sometida a una fuerza

F⃗(⃗r ) =−∇V(⃗r ) .

El Hamiltoniano del sistema, en representación de momentum, es:

Ĥ = p⃗2

2m
− a ∇p⃗

2 , donde ∇p⃗
2 ≡ ∂2

∂px
2 + ∂2

∂py
2 + ∂2

∂pz
2 ,

tales que la ecuación de Schrödinger es:(
p⃗2

2m
− a ∇p⃗

2
)
ϕ(⃗p, t ) = iħ ∂ϕ(⃗p, t )

∂t
.

Encuentre V(⃗r ).
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4. (30 puntos. Nivel: Posgrado)

Considere un sistema físico cuyo hamiltoniano Ĥ no depende en forma explícita del tiempo, y una cantidad física A,
cuyo observable asociado es Â.

a) Demuestre que, en el tiempo t , el vector de estado del sistema |ψ(t )〉 se puede escribir como:

|ψ(t )〉 = Û(t − to) |ψ(to)〉

y encuentre una expresión para Û(τ).

b) Sea a(t ) = 〈ψ(t )|Â|ψ(t )〉 el valor de expectación de los resultados de la medición de A en el tiempo t.
Demuestre que a(t ) se puede escribir como:

a(t ) = 〈ψ(t = 0)| ÂH(t ) |ψ(t = 0)〉

y encuentre una expresión para ÂH(t ) en términos de Û y de Â.

c) Demuestre que la evolución temporal de ÂH(t ) está dada por:

iħ d

dt
ÂH(t ) = [

ÂH(t ) , Ĥ
]

.

5. (30 puntos. Nivel: Posgrado)

El deuterón es un sistema ligado neutrón-protón. No existen sistemas ligados neutrón-neutrón ni protón-protón.

En el modelo de isospin para la fuerza nuclear, protón y neutrón son interpretados como dos estados cuánticos que
conforman una base del espacio de Hilbert de nucleones (un espacio vectorial de dimensión 2):

{ |p〉 , |n〉 } .

En este modelo la fuerza nuclear es invariante ante transformaciones unitarias en el espacio de isospin.

Construya las posibles funciones de onda, en el espacio de isosopin, para un sistema de dos nucleones, y deduzca cuál
de ellas corresponde a la del deuterón.
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6. (30 puntos. Nivel: Posgrado)

Considere un oscilador armónico unidimensional con hamiltoniano:

Ĥo = p̂2

2m
+ 1

2 mω2 x̂2

y una perturbación de la forma: Ĥ1 = F x̂ .

Encuentre una expresión para En , los valores propios de energía del sistema perturbado, en un cálculo aproximado al
orden más bajo en F .
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FORMULAS

Formulas matemáticas:

y∑
x=0

x = y(y +1)

2

Funciones de onda:

ψ(⃗r, t ) = 1

(2πħ)3/2

∫
ϕ(⃗p, t ) e i p⃗·⃗r/ħ d3⃗p

ϕ(⃗p, t ) = 1

(2πħ)3/2

∫
ψ(⃗r, t ) e −i p⃗·⃗r/ħ d3⃗r

Momentum angular:

Ĵ
2 | j ,m j 〉 = ħ2 j ( j +1) | j ,m j 〉

Ĵz | j ,m j 〉 = ħ m j | j ,m j 〉 m j =− j , ... , j

Oscilador armónico 1D:

Ĥo = p̂2

2m
+ 1

2 mω2 x̂2

X̂ ≡
√

mω

ħ x̂

P̂ ≡ 1p
mħω

p̂

Ĥo = 1
2ħω

(
P̂

2 + X̂
2

)
â ≡ 1p

2

(
X̂ + i P̂

)
Ĥo = ħω

(
â†â + 1

2

)
â†|n〉 = p

n +1 |n +1〉
â |n〉 = p

n |n −1〉
N̂ = â†â

N̂ |n〉 = n |n〉
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Teoría de perturbaciones independiente del tiempo:

Ĥ = Ĥo + Ĥ1

∆E (1)
n = 〈n| Ĥ1 |n〉

∆E (2)
n = ∑

k ̸=n

∥∥〈k| Ĥ1 |n〉∥∥2

En − Ek
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