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Electromagnetismo

Instrucciones: El examen comprende dos partes. Para cada parte debe resolver dos de los tres problemas propuestos.
Los problemas deben ser resueltos en hojas separadas, y solo debe entregar la solucién a dos problemas por parte.
No se dara crédito parcial si decide entregar la solucién a un tercer problema, y en tal caso, solo dos de las soluciones se
tendran en cuenta, a voluntad del calificador. En cada parte, todos los problemas tienen el mismo valor.

No se permite el uso delibros, apuntes, o dispositivos electrénicos.

Duracion : 3 horas.

Parte 1: Resuelva dos de los siguientes tres problemas (20 puntos c/u)

1. Un condensador estd compuesto por dos cilindros coaxiales conductores de longitud ! y radios ay b, con
a<b.

a) Calcule la capacitancia del condensador, suponiendo un caso general en el que el medio entre los dos
cilindros esté relleno de un dieléctrico de permitividad e.

b) Suponga ahora que sin dieléctrico de por medio, el condensador se posiciona verticalmente sobre un
recipiente con liquido dieléctrico de permitividad € > €, y densidad p, de tal forma que el liquido pueda
subir por el espacio entre las placas. Si se mantiene una diferencia de potencial V entre las placas, ja
qué altura h asciende el liquido?
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2. Considere un solenoide de longitud ! y radio a, construido con un alambre que enrolla N veces y por el
que pasa una corriente dependiente del tiempo I(¢), positiva en la direccién que se indica en la figura. Supon-
ga que el embobinado es suficientemente denso como para suponer que la corriente fluye uniformemente
sobre la superficie del solenoide en la direccién perpendicular a su eje, y que la relacién I/ alo suficientemen-
te grande para despreciar efectos de borde.

a) Calcule el campo magnético dentro del solenoide, e integrando la densidad de energia u = ﬁlBlz,
encuentre la energia total U(¢) almacenada en el solenoide como funcién de la corriente instanténea.

b) Suponga ahora que dI/dt < 0. Calcule la magnitud y direccién del campo eléctrico inducido en un
plano perpendicular al eje del solenoide. Indique claramente el sentido en el que apunta el campo.

¢) Usando los resultados de las partes (a) y (b), calcule el vector de Poynting S(¢) en la superficie de sole-
noide, indicando claramente su direccién. Calcule el flujo saliente de energia electromagnética al sole-
noide ®g (1) = §5 S - da sobre la superficie del solenoide, y verifique que se cumple ®g (1) = -dU/dt.

)

3. Suponga que en el semiespacio x > 0 hay un campo magnético constante B = BZ. Un electrén incial-
mente libre en la regién x < 0, moviéndose en la direccién +x con energia cinética E, entra a la regién en la
que esta el campo y recorre media 6rbita ciclotrénica hasta que sale nuevamente a la regién sin campo. Si
AE es la energia total que radia el electrén durante su paso por la regién con campo magnético, es posible

expresar larazén AE/E como
AE B

E B

donde By es una constante con dimensiones de campo magnético que depende de la carga y masa del elec-
trén y otras constantes del electromagnetismo. Suponiendo que AE « E, determine la constante By y estime
su valor en Teslas.
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Parte 2: Resuelva dos de los siguientes tres problemas. (30 puntos c/u)

1.
por

Una solucion de dextrosa responde a un campo eléctrico aplicado con una polarizacion eléctrica dada

P=yVxE,

donde y es una constante que depende de la solucién.

a)

b)

c)

Incluyendo en las ecuaciones de Maxwell las densidades de carga y corriente asociadas a las cargas
ligadas, p;=-V-PyJ; = 66—1:, demuestre que el campo eléctrico satisface la ecuaciéon de onda modifi-
cada: ) )

10°F 0

V’E=——+ — (Vx E).

2o TTHgp VB
Sean E,(z,1)+ y E_(z,t) ondas planas monocromaticas de frecuencia w, direccién de propagacién
z y polarizacién circular derecha (+) o izquierda (—), correspondientes a las partes reales de ondas

complejas de la forma

~ ~ ; 1

E(Z, t)i = Eoeiel(kiz_wn €L = — T+ lyA »

V2 ( )

donde k. y k- son ntimeros de onda positivos por determinar. Demuestre que escogiendo k. apropia-
damente, es posible encontrar E.(z,t) y E_(z, t) que satisfagan independientemente la ecuacién de
onda de la parte (a), pero con distintas velocidades de propagacion v, = I?)T Determine los indices de
refraccién ny = c/v. de las dos ondas, suponiendo que ypuywc < 1. B

Suponga que sobre una ldmina de espesor d rellena de la solucién de dextrosa, incide normalmente
una onda de frecuencia w y polarizacién lineal, por ejemplo polarizacién en X. Demuestre que la onda
que sale del otro lado de la ldmina también estd polarizada linealmente, pero con el vector de polariza-
cién rotado con respecto al de la onda incidente. Determine el d&ngulo y el sentido de rotacién. (Ayuda:
considere la onda incidente como una superposicién de una onda de polarizacién derecha y otra de
polarizacién izquierda y para cada componente analice la amplitud y fase de la onda transmitida).




2. Unmedio dieléctrico de permitividad € contiene una cavidad esférica vacia de radio R, en el centro de la
cual se sitdia un dipolo eléctrico puntual de magnitud p en la direccién z.

a) Teniendo en cuenta la simetria azimutal, plantee una expansién multipolar en las coordenadas esféri-
cas r y 0, para la solucién del potencial eléctrico tanto en el interior como en el exterior de la cavidad
esférica, y especifique las condiciones que debe satisfacer la solucién cerca del origen y en el interfaz
entre los dos medios.

b) Usando el planteamiento anterior, determine los coeficientes de la expansién multipolar en las dos
regiones, y encuentre el potencial eléctrico para todo r > 0. Verifique que cuando € = €y, su respuesta
coincide con la expresion para un dipole en el vacio

pr

V(r)=
r) 4megrd

c) Encuentre la densidad de carga de polarizacion, o, (8), sobre la superficie de la esfera.

3. En el gauge de Lorentz los potenciales electromagnético debidos a una distribucién de carga vienen
dados por
3 ,P(T‘lr tr) J('I", tr)

1
Vir,t) = fd T , Alr,t) = &fdg’r' ,
47eg [P —7/| 4w lr—7/|

donde t, es el tiempo retardado t, = t—|r —r'|/ c. Suponga que en el plano z = 0 se coloca una ldmina infinita
de grosor despreciable, por la cual fluye una corriente superficial K (f) = K()8(t)&, donde la funcién de
Heaviside 6(¢) asegura que K(t) = 0 para todo ¢ < 0. Se sabe también que la densidad de carga superficial
sobre la lamina es nula para ¢ = 0.

a) Encuentre expresiones para las densidades de carga y corriente p(r', t) y J (r, ) sobre toda la ldmina
y para todo tiempo, usando funciones delta de Dirac.

b) Introduzca coordenadas cilindricas (o', ¢, z') y suponiendo que el punto de observacion se encuentra
en la posicion z (x = y = 0), reduzca las integrales de los potenciales a integrales sobre la variable p’
en el plano; finalmente, cambiando la variable de integracién de p’ a t,, obtenga expresiones para los
potenciales electromagnéticos en términos de integrales definidas sobre el tiempo de la magnitud de
la corriente K(t). Asegurese que su resultado sea consistente con el hecho de que K(¢) = 0 para todo
t <0y que cubra tanto el caso z >0 como el caso z <0.

c¢) Determine los campos eléctricos y magnéticos (tanto magnitud como direccién) en todo el espacio y
en todo tiempo, expresados en términos de la funcién K(f). Interprete fisicamente su resultado.

d) Encuentre una expresion para la intensidad de la radiacién emitida por la ldmina como funcién del
tiempo.



Férmulas generales

Ecuaciones de Maxwell en un medio lineal y relaciones constitutivas

oD
V-D=p¢ VXH=]f+6— D=¢cE=¢)E+P, ops
! 11 WPt _ vy,
0B H=-B= —B-M ar
VBZO VXE:—E l‘t ,LLO

Férmula de Larmor: P = pyq*a?®/6mc. Vector de Poynting: S=E xH
Identidades vectoriales:
V(A-B)=Ax(VxB)+Bx(VxA)+(A-V)B+(B-V)A Vx(AxB)=(B-V)A-(A-V)B+A(V-B)-B(V-A)
Ax(BxC)=B(A-C)-C(A-B)

Operaciones diferenciales en coordenadas esféricas:

af 1afA 1 of . 10 1 4 1 04y
\Y —0 V-A= —-—
= or " 706° @ rsind 6(p<P r2or (r*ar) ing 00 rsinf o¢
1 0 0Ap\. 1( 1 0A, 0 ) A 1( GA,) A
VxA=—— | (A,sin® ] Y (R I 1
) rsinf (60 (Apsind) - 6(,0 o r (sin@ 0p Or (r ‘p) " r\or 00
4 PO T 4 O B
“r2or\ or) r2sinf a0 00 )  r2sin®@ dp?
Operaciones diferenciales en coordenadas cilindricas:
1 1 10A A
Vf= f ﬂ(p o V-A=—i(pAp)+——(p+6 2
p op 02" pop p 0p Oz
104, O0A 0A A 1 0A
VXAZ(—O Z——“’) A+(—p—a Z) A+—(i(p o) - =2
p O0p Oz 0z 0p p \0p al0)
0 1 6°f 0?
V2 f= ( f) LLOL 0
6p ap 020?072
Polinomios de Legendre:
Y Pl Pw=x P il o 20
Vi—2xt+22 a0 | ’ 1 ’ ’
1 m ) 0, 1£1
P;(x)Py(x)dx = P;(cosB)Py(cosB)sinfdb = 9 ,
-1 0 m, l:l

Constantes ttiles (a cuatro cifras significativas)

e=1602x10"9C  m,=9,109%x103 kg=511,0keVc? ¢=2998x108ms™'  py=1,2566x10"°N-A"2

2
=1/137,0 hic=197,3eV-nm

€o = 8,854 x 1072F-m™! a=
4meghc
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UNIVERSIDAD DE LOS ANDES
DEPARTAMENTO DE FISICA
EXAMEN DE CONOCIMIENTOS
2022-2 MECANICA CLASICA

Enero 10, 2023

e Instrucciones: El examen comprende dos partes. Para cada parte debe
resolver dos de los tres problemas propuestos. Los problemas deben
ser resueltos en hojas separadas, y solo debe entregar la solucion
a dos problemas por parte. No se dard crédito parcial si decide entregar
la solucién a un tercer problema, y en tal caso, solo dos de las soluciones se
tendran en cuenta, a voluntad del calificador. Todos los problemas tienen
el mismo valor.

e No se permite el uso de libros, apuntes, o dispositivos electréonicos.

e Duracién : 3 horas.

Parte 1: Resuelva dos de los siguientes tres problemas (25 puntos c¢/u)

1. Estime el radio que deberia tener el Sol (M = 2 x 103%kg) para convertirse
en un agujero negro. Exprese su respuesta en unidades de metros.

2. Un insecto de masa m camina radialmente hacia afuera sobre un disco.
La rapidez radial del insecto es v. El disco, a su vez, rota alrededor de
su centro con velocidad angular €2 constante. Calcule la magnitud de la
fuerza que actia sobre el insecto en la direccién del plano del disco cuando
el insecto esta a una distancia r del centro del disco.

3. Dos estrellas de masa igual a la masa del Sol se encuentran orbitando una
alrededor de la otra. Las mediciones astronémicas dicen que la distancia
relativa entre las dos estrellas es constante e igual a una hora luz. Calcule
el periodo del movimiento rotacional en unidades de anos.



Parte 2: Resuelva dos de los siguientes tres problemas (25 puntos c¢/u)

1. Considere el siguiente lagrangiano de una particula restringida a moverse
en el plano x-y donde m, g, B y ¢ son constantes.

m,, . qgB, . .
L=—(i* 2 —(zy — yx). 1
5 (7 +77) + o (29 — yz) (1)
Utilice este lagrangiano para encontrar la constante de movimiento asoci-
ada a la rotacién en torno al origen del sistema de coordenadas.

2. Considere una particula de masa m restringida a moverse sobre un cilindro
descrito por la ecuacién x? +y? = R2. Sobre la particula actia una fuerza
radial restauradora F' = —k donde 7 es el vector que indica la posicién de
la particula con respecto al origen del sistema de coordenadas. Adicional-
mente el sistema se encuentra en presencia de un campo gravitacional
constante g = —glAf.

e Calcule el hamiltoniano del sistema en coordenadas cilindricas.
e A partir del hamiltoniano calcule las ecuaciones de movimiento.
e Identifique dos constantes de movimiento del sistema y explique porqué

Se conserval.

3. El péndulo doble de la Figura 1 oscila en el plano vertical.

e Escriba el lagrangiano del sistema.

e Obtenga las ecuaciones de movimiento para el régimen de oscilaciones
pequenas, suponiendo que Ly = Lo =1y m; = my = m.

e A partir del resultado anterior, escriba el sistema de ecuaciones de
movimiento acopladas para 6, y 02 en forma matricial y determine las
frecuencias de oscilacién de los modos normales del sistema, o en su
defecto, explique cémo encontraria dichas frecuencias de oscilacién.

LSS

Figure 1: Péndulo doble.

Valores de algunas constantes universales:
e G: 6.67430 x 107! N m? kg2
e ¢, velocidad de la luz: 2.99792458 x 108 m s~ !.
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Universidad de

los Andes

Doctorado en Ciencias - Fisica
Examen de Conocimientos - 2023

Mecanica Cuantica

Reglas:

= Debe escoger y resolver dos problemas de nivel de pregrado y dos problemas de nivel de pos-
grado.

No se permite el uso de libros, apuntes, o dispositivos electronicos.

Los problemas propuestos deben ser resueltos a mano explicando claramente el procedimiento.

El examen se debe contestar de forma individual. No debe comunicarse con ningtin compafnero
0 compainera.

Al firmar el examen, usted acepta estas reglas. De no cumplirlas estard sujeto a las acciones
estipuladas en los reglamentos de la Universidad de los Andes.

Duracion total del examen : 3 horas

1. (20 puntos. Nivel: Pregrado)
El potencial que describe la interaccién entre nucleones (protones o neutrones) posee un término que acopla el spin de
las particulas al momentum angular entre ellas. A nivel nuclear, esta interaccién se manifiesta como un potencial de la

forma:

V= Uso(r) ig,

donde vso(r) es una funcién que solo depende de r, la distancia al centro del niicleo; L es el momentum angular orbital
de un nucle6n dado; y S es su spin.

Para un estado con nimeros cudnticos: n, j, mj, ¢, s; calcule AE, , la separacidon en los niveles de energia que resultan
de esta interaccion.




2. (20 puntos. Nivel: Pregrado)
Considere una particula de masa m cuya dindmica esta descrita por un hamiltoniano de la forma:

B
2m

H= +

Para ésta particula calcule los niveles de energia y su degeneracion.

3. (20 puntos. Nivel: Pregrado)

Una particula de masa m estd sometida a una fuerza

E@) =-vV(@).

El Hamiltoniano del sistema, en representacién de momentum, es:

02 0° 02

=2
| Y
- + + ,
apxz 6Py2 apzz

m

A=

- aVi;z . donde Vﬁzz

[\

tales que la ecuacién de Schrédinger es:
=2
p 2 o
— —aVj 1) =
( > avj ) ¢ 1)

Encuentre V(7).




4. (30 puntos. Nivel: Posgrado)

Considere un sistema fisico cuyo hamiltoniano H no depende en forma explicita del tiempo, y una cantidad fisica A,
cuyo observable asociado es A.

a) Demuestre que, en el tiempo ¢, el vector de estado del sistema | (t)) se puede escribir como:
lw (1) = U —1o) Iy (1))

y encuentre una expresion para U (7).

b) Sea a(#) = (w(1) IAIw(t)) el valor de expectacion de los resultados de la medicién de A en el tiempo t.
Demuestre que a(t) se puede escribir como:

a(t) = (w(t=0)Au(0) ly(r=0)
y encuentre una expresién para Ag(f) en términos de Uy deA.

¢) Demuestre que la evolucién temporal de Ap(t) estd dada por:

Ld o s N
thEAH(t) = [Au(n,H].

5. (30 puntos. Nivel: Posgrado)
El deuterén es un sistema ligado neutrén-protén. No existen sistemas ligados neutrén-neutrén ni protén-proton.

En el modelo de isospin para la fuerza nuclear, protén y neutrén son interpretados como dos estados cudnticos que
conforman una base del espacio de Hilbert de nucleones (un espacio vectorial de dimensi6n 2):

{Ipy, Im)}.

En este modelo la fuerza nuclear es invariante ante transformaciones unitarias en el espacio de isospin.

Construya las posibles funciones de onda, en el espacio de isosopin, para un sistema de dos nucleones, y deduzca cuél
de ellas corresponde a la del deuterdn.




6. (30 puntos. Nivel: Posgrado)

Considere un oscilador arménico unidimensional con hamiltoniano:
Hy = — +

y una perturbacién de la forma: H; = Fx.

Encuentre una expresion para E,, , los valores propios de energia del sistema perturbado, en un célculo aproximado al
orden més bajoen F.




FORMULAS

« Formulas matematicas:

y
_ y(y+1)
2 2
« Funciones de onda:

1 R BT o
Yy, 1) = e f(P(p, e P iy

1 -
p®, 1) = Cni fil/(_fy 1 e P g3t

» Momentum angular:

P ljmpy = B2jG+11j,m))

J21j,mj)y = Bim;lj,mj) mj=-j, ...

« Oscilador armonico 1D:

H0=2—+%mw2f(2

X mw .

X = —X
n

p=—2_p

= p
mhw

o = Sho P + &)
1 .

a= —(X+iP
= (% iP)

allny = Vn+1|n+1)

alny = vnln-1)
N = afa
N|n) = n|n)



- Teoria de perturbaciones independiente del tiempo:

A=H,+H
ARV = (n| A |n)
N 2

k#n En — Ex
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Universidad de  Doctorado en Ciencias - Fisica-
los Andes Termodindmicay mecanica estadistica
Examen de Conocimientos - 2022 - 2

3) Compresor :
Un compresor disefiado para comprimir aire (N2 + O2) es usado para comprimir helio (He). El
compresor se recalienta. Suponga que son gases ideales.
a) Explique la causa del recalentamiento suponiendo que la compresidn es aproximadamente
adiabatica y ambos gases empiezan a la misma presion.
b) Suponiendo que la presion inicial es 1 bar, y la final 10 bar, encuentre la temperatura final
para ambos gases.

Problemas de postgrado

4) Sistema cuantico 1D
Considere un sistema cuantico en una dimension cuyos niveles de energiasone, =an+ b,
conaybconstantesyn=0,1, 2, ...

a) Encuentre la funcion de particién. Recuerde que Z;‘fzo X = i para x<1

Considere un nuevo sistema que consiste en N copias distinguibles de este primer sistema

b) Encuentre la energia promedio U en funcién de la temperatura

c) Calcule el calor especifico C, en funcién de la temperatura

d) Calcule la entropia del sistema

5) Gas de fotones
Considere un gas de fotones en un volumen V y en equilibrio a temperatura T.
a) ¢Cual es el potencial quimico del gas de fotones? Explique.

b) Determine como el nimero de fotones en el volumen depende de la temperatura.
c) Ladensidad de energia se puede escribir como:

E (o]
: _I7=J. p(w)dw
0

Determine la forma de p(w), la densidad espectral de energia.
d) ¢Cémo depende la energia E de la temperatura?

6) Enana blanca

a) Dado que la masa del sol son 2 10%° kg, estime el nimero de electrones que tiene,
suponiendo que estd compuesto principalmente de hidrégeno.

b) En una enana blanca de una masa solar, todos los 4&tomos estan ionizados y contenidos
en una esfera de radio 2 10’ m. Derive la energia de Fermi para un gas de electrones,

c) vy estime la energia de Fermi para esta enana blanca.

d) Silatemperatura de la enana blanca es de 107 K, establezca si el gas de electrones y
nucleones estan altamente degenerados se pueden considerar como gases de Fermi
degenerados.
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Universidad de  Doctorado en Ciencias - Fisica-
|0 S An d @S Termodinamicay mecanica estadistica
Examen de Conocimientos - 2022 - 2

Instrucciones: El examen comprende dos partes (pregrado y postgrado). Para cada parte debe resolver dos de los tres
problemas propuestos. Los problemas deben ser resueltos en hojas separadas, y solo debe entregar la solucién a
dos problemas por parte. No se dara crédito parcial si entrega la solucion a un tercer problema, y en tal caso, solo dos de
las soluciones se tendran en cuenta, a voluntad del calificador. En cada parte todos los problemas tienen el mismo valor.
No se permite el uso de libros, apuntes, dispositivos electrénicos, ni la comunicacidn con otras personas o sistemas.
Duracién : 3 horas.

Problemas de pregrado
1) Bomba de calor .
Suponga que una persona inventa una “bomba de calor” para calentar una casa en Bogota. La
idea es usar el “calor” de afuera y bombearlo dentro de la casa, en la direccion opuesta al
movimiento natural, como en una nevera, pero con el lado caliente adentro de la casa y el frio
afuera. El inventor dice que puede mover 3 unidades de calor por cada unidad de energia que
usa la bomba. Desde esta perspectiva seria mas eficiente que usar una resistencia para calentar
la casa que solo puede transformar el 100% de la energia en calor a través del efecto Joule.
a. Explique usando un diagrama de flujo de energia para un refrigerador si este tipo
de aparato viola o no y por qué la conservacion de energia
b. Use la segunda ley de la termodindmica para estimar la “eficiencia” maxima
posible de un sistema como el que propone el inventor(medida en funcién del
calor que entra a la casa sobre el trabajo requerido), y si es realista mover 3
unidades de calor por cada unidad de energia que usa la bomba como dice el
inventor en un sitio como la Calera.

2) Enfriamiento magnético
El campo magnético creado por un dipolo tiene una magnitud aproximada de (po/47)(u/r3),
donde r es la distancia al dipolo y Lo es la permeabilidad del vacio, cuyo valor es 47 107 en
unidades Sl. En esta aproximacién estamos ignorando la variabilidad del campo con el angulo.

Considere un material paramagnético cuyo momento magnético p es de aproximadamente un
magnetdn de Bohr (9. 1024 J/T), con dipolos separados por una distancia de 1nm. Suponga que
los dipolos sélo interacttian a través de fuerzas magnéticas ordinarias.

a) Estime la magnitud del campo magnético causado por n vecinos, a una distancia r, sobre
el dipolo (en r=0). Este es el campo magnético efectivo ain cuando no haya campos
magnéticos externos.

b) Usando la funcién de particién, muestre que la magnetizacion total de un material
paramagnético con N dipolos esta dada por M=Nu tanh(uB/kT), donde N es el nimero
total de dipolos.

c) Enun experimento de enfriamiento magnético usando este material se empieza con un
campo externo aplicado de 1T. Si se aisla el material del bafio y el campo magnético
externo se disminuye rapidamente a 0, {qué tanto (por qué factor) disminuira la
temperatura?
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