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• El examen tiene una duración de 3:00 horas y se debe terminar a las 12:00
horas.

• Usted debe responder todos los ejercicios a mano explicando claramente
el procedimiento que sigue, de no ser aśı no se dará puntaje.

• El examen se debe desarrollar manera individual. Usted no debe comuni-
carse con ningun@ de sus compañer@s ni utilizar ningún documento, libro
o apuntes, diferente a las que se le están asignando en el enunciado. Al
final de este documento hay algunas fórmulas que pueden ser útiles para
el desarrollo de este examen.

• Firmando el examen usted admite que entiende que omitir las reglas estip-
uladas para este examen será considerado un abuso a la confianza que se
ha puesto en usted y tendrá las consecuencias estipuladas en el reglamento
general de estudiantes de doctorado de la Universidad.

1. (20 puntos) Considere una cadena de N espines con un hamiltoniano
descrito por el modelo Ising:

H = −J

N−1∑
n=1

snsn+1 (1)

donde el esṕın toma valores sn = ±1.

Calcule:

a) La función de partición.

b) La capacidad caloŕıfica por esṕın.

2. (20 puntos) El objetivo del siguiente ejercicio es modelar el calor es-
pećıfico de un sólido en función de la temperatura.
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a) Encuentre una expresión para la enerǵıa promedio de un oscilador
armónico cuántico con frecuencia natural ω y temperatura T .

b) Asumiendo que las vibraciones de los modos normales de un sólido
tienen la misma frecuencia natural, ωE , encuentre una expresión para
la capacidad caloŕıfica de un sólido.

c) Encuentre el ĺımite de alta temperatura para la capacidad caloŕıfica
en este modelo. ¿Sus resultados se encuentran de acuerdo a lo que
se sabe de observaciones experimentales?

d) Encuentre el ĺımite de baja temperatura para la capacidad caloŕıfica
en este modelo. ¿Sus resultados se encuentran de acuerdo a lo que
se sabe de observaciones experimentales?

3. (30 puntos) Considere un gas ideal de átomos confinado en un contenedor
aislado térmicamente del ambiente. El gas tiene densidad de número n y
temperatura T . Suponga que el contenedor tienen un pequeño orificio de
área A en una de las paredes. El área del orificio es mucho menor que el
contenedor y que el camino libre medio de los átomos. Calcule el número
de átomos que escapan por unidad de tiempo. Exprese su respuesta en
términos de la densidad de número n, el área del orificio A y la rapidez
promedio de los átomos ⟨v⟩.

4. (30 puntos) Una estrella de neutrones es el núcleo colapsado de una
estrella. Los neutrones se encuentran en un estado degenerado donde
cada neutrón ocupa un único estado cuántico. La presión de los neutrones
degenerados se compensa con la presión gravitacional. El objetivo de este
ejercicio es estimar el radio de una estrella de neutrones a partir de su
masa.

a) Primero calcule la magnitud del número cuántico, nF , del neutron en
el nivel de enerǵıa más alto. Su respuesta debe quedar en términos
del número total de neutrones en la estrella, N .

b) Calcule la enerǵıa de Fermi εF . Esta es la enerǵıa que tiene el neutrón
en el nivel de enerǵıa más alto. Para hacer este cálculo es común
usar la siguiente aproximación: los neutrones no son relativistas y
su momentum se puede estimar pensándolo como confinado en un
potencial infinito de ancho V 1/3, donde V es el volumen de la estrella.
La respuesta debe quedar en términos de la constante de Planck h,
la masa del neutrón m, el número total de neutrones N y el volumen
de la estrella V .

c) Usando los resultados anteriores calcule la enerǵıa interna U (ex-
cluyendo la enerǵıa gravitacional).

d) A partir del resultado anterior calcule la presión de degeneración
como Pd = −∂U/∂V .
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e) Haciendo el balance de presiones Pd + Pg = 0 encuentre el radio
de la estrella en función de G, h, m y M . Suponga que la presión
gravitacional se puede escribir como

Pg = −∂Ug

∂V
= −GM2

5

(
4π

3

)1/3

V −4/3 (2)

donde Ug es la enerǵıa potencial gravitacional, G es la constante de
gravitación universal, M es la masa total de la estrella y V es el
volumen de la estrella.

f) Asumiendo que la estrella tiene una masa 1.5 veces la masa del Sol,
es decir M = 3×1030 kg, encuentre el radio de la estrella en unidades
de km.

Valores de algunas constantes universales:

• h: 6.62607015× 10−34 J s

• G: 6.67430× 10−11 N m2 kg−2

• m, masa del neutrón: 1.67492749804× 10−27 kg.
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EXAMEN DE CONOCIMIENTOS - 2022-1           MECÁNICA CUÁNTICA            Sobre 100 puntos 

Instrucciones:  

• El examen tiene una duración de 3:00 horas y se debe terminar a las 17:00 horas. 

• Usted debe responder todos los ejercicios a mano explicando claramente el procedimiento que sigue, de no ser así no se dará puntaje. 

• El examen se debe desarrollar manera individual. Usted no debe comunicarse con ningun@ de sus compañer@s ni utilizar ningún documento, 

libro o apuntes, diferente a las que se le están asignando en el enunciado. Al final de este documento hay algunas fórmulas que pueden ser útiles 

para el desarrollo de este examen. 

• Firmando el examen usted admite que entiende que omitir las reglas estipuladas para este examen será considerado un abuso a la confianza que 

se ha puesto en usted y tendrá las consecuencias estipuladas en el reglamento general de estudiantes de doctorado de la Universidad. 

 

1. (20 puntos) La función de onda de un par de electrones ligados se puede escribir como 𝜓(𝑟1, 𝜎1, 𝑟2, 𝜎2), donde 𝑟𝑖 es la 

posición y 𝜎𝑖 el espín del electrón i, donde i=1, 2. 

a. Aplique el operador de permutación, 𝑃12, a la función de onda del par de electrones ligados (el cual intercambia 

las dos partículas), y explique la diferencia entre el resultado y la función de onda 𝜓(𝑟1, 𝜎1, 𝑟2, 𝜎2) original. 

b. Si la función de onda del par de electrones puede separarse en sus partes espaciales y de espín como 

𝜓(𝑟1, 𝜎1, 𝑟2, 𝜎2) = 𝜙(𝑟1, 𝑟2)𝜒(𝜎1, 𝜎2), y dado su resultado de a, enumere las opciones posibles que deben cumplir 

las funciones 𝜙(𝑟1, 𝑟2) y 𝜒(𝜎1, 𝜎2) al aplicar el operador de permutación. 

c. Cuantos tipos de funciones de onda de espín 𝜒(𝜎1, 𝜎2) simétricas ante la operación de permutación se puede 

construir para el par de electrones? (escríbalas en términos de las distintas posibilidades de estados de espín: 

𝜒(↑, ↑) = |↑↑⟩, 𝜒(↑, ↓) = |↑↓⟩, 𝜒(↓, ↑) = |↓↑⟩, 𝜒(↓, ↓) = |↓↓⟩. Demuestre que estas funciones de onda de espín 

simétricas son eigenfunciones del operador de espín total, 𝑺 = 𝑺𝟏 + 𝑺𝟐, y de la componente 𝑆𝑧 del espín total, y 

encuentre los eigenvalores correspondientes. 

d. Cuantos tipos de funciones de onda de espín 𝜒(𝜎1, 𝜎2) antisimétricas ante la operación de permutación se puede 

construir para el par de electrones? (escríbalas en términos de las distintas posibilidades de estados de espín). 

Demuestre que estas funciones de onda de espín antisimétricas son eigenfunciones del operador de espín total, 

𝑺 = 𝑺𝟏 + 𝑺𝟐, y de la componente 𝑆𝑧 del espín total, y encuentre los eigenvalores correspondientes. 

e. Reescriba las funciones de onda de espín total de los numerales c y d, pero ahora en la notación |𝑠, 𝑚⟩, donde s y 

m son tales que 𝑺2|𝑠, 𝑚⟩ = 𝑠(𝑠 + 1)ℏ2|𝑠, 𝑚⟩ y 𝑆𝑧|𝑠, 𝑚⟩ = 𝑚ℏ|𝑠, 𝑚⟩. 

 

2.  (20 puntos) Una partícula cargada, con masa m y carga +q, está confinada a moverse en un anillo de radio R, sobre el 

plano xy. La posición de la partícula está descrita por su coordenada angular 𝜃 sobre el anillo.  

a. Escriba el Hamiltoniano para esta partícula, en términos de las coordenadas polares (asuma que la intensidad del 

potencial de confinamiento es muy pequeño comparado con la energía cinética de la partícula, y por ende es 

despreciable). 

b. Encuentre los eigenestados y eigenvalores para este Hamiltoniano. 

c. Ahora suponga que la partícula se somete a un campo eléctrico �⃗⃗� = 𝜀𝑥 en la dirección x, de modo que este actúa 

como una perturbación V al Hamiltoniano, donde V está dado por 𝑉 = 𝑞𝜀𝑥 = 𝑞𝜀𝑅 cos 𝜃. Calcule las correcciones 

a la energía del estado base, hasta segundo orden en el campo 𝜀.  

d. ¿Qué tan pequeño debe ser el campo para que esta aproximación a segundo orden sea válida? 
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3. (30 puntos) Se define un estado coherente como la superposición de estados con todos los posibles números de 

partículas posibles, es decir: 

|𝛼⟩ = 𝐶 (|0⟩ +
𝛼

1!1/2
|1⟩ +

𝛼2

2!1/2
|2⟩ +

𝛼3

3!1/2
|3⟩ + ⋯ ) 

Donde 𝛼 es un número complejo, y |𝑛⟩ es el estado que describe al sistema con un número de partículas n bien 

definido. Suponga que los operadores de creación y aniquilación �̂�+ y �̂� están definidos de forma estándar como: 

�̂�+|𝑛⟩ = √𝑛 + 1 |𝑛 + 1⟩;    �̂�|𝑛⟩ = √𝑛 |𝑛 − 1⟩;        �̂�+�̂�|𝑛⟩ = �̂�|𝑛⟩ = 𝑛|𝑛⟩;      y además [�̂�+, �̂�] = 1 

a. Justifique (matemáticamente) porqué un estado coherente no tiene un número de partículas bien definido. 

b. Demuestre que el valor de la constante de normalización de la función de onda coherente es 𝐶 = 𝑒−|𝛼|2/2 

c. Demostrar que la función de onda del estado coherente puede ser escrita también como |𝛼⟩ =

𝑒−|𝛼|2/2exp(𝛼�̂�+)|0⟩ 

d. Demostrar que  �̂�|𝛼⟩ = 𝛼|𝛼⟩, y que ⟨𝛼|�̂�+�̂�|𝛼⟩ = |𝛼|2 

e. Demostrar que  
Δ𝑛

〈�̂�〉
~

1

√〈�̂�〉
  ,  donde Δ𝑛 = √〈�̂�2〉 − 〈�̂�〉2.  

f. Indique porqué, a partir de la ecuación del punto e, tendría sentido usar una función de onda coherente para 

describir un sistema de muchos cuerpos con un número bien definido de partículas (N~1023), a pesar que un 

estado coherente no tiene un número definido de partículas. 

 

4. (30 puntos) Considere un electrón libre, en presencia de un campo magnético independiente del tiempo, �⃗⃗� = 𝐵�̂�.  

a. Escriba el Hamiltoniano para este sistema, y posteriormente, la ecuación de Schrödinger que rige su 

comportamiento. Utilice el gauge de Landau para introducir el efecto del campo magnético (𝐴 = (0, 𝐵𝑥, 0)). 

b. Demuestre que las componentes del momento lineal en las direcciones y y z son constantes de movimiento en este 

problema.  

c. Proponga una solución del tipo 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜙(𝑥)𝑌(𝑦)𝑍(𝑧). Escriba las soluciones para las funciones 𝑌(𝑦) y 

𝑍(𝑧), dada su respuesta del punto anterior (por simplicidad, considere únicamente una dirección de propagación 

para el electrón, en y y z). 

d. Teniendo en cuenta sus soluciones del numeral anterior, demuestre que la ecuación para 𝜙(𝑥) es equivalente a la 

de un oscilador armónico cuántico. Escriba la expresión para la frecuencia angular del oscilador, o frecuencia de 

ciclotrón, 𝜔𝑐. 

e. Escriba la solución para la energía total del electrón en presencia de un campo magnético. Para un kz dado, ¿cómo 

aumenta la distancia entre los niveles de energía con el campo magnético? 

f. Escriba la solución para 𝜙(𝑥), y con esto, escriba una expresión para la solución total del sistema, 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧) (no 

necesita encontrar la constante de nmormalización). 

g. Demuestre que las órbitas del electrón en el plano x-y del espacio de momento son circulares, y determine el 

radio de estas órbitas.  (Ayuda: A partir de la expresión para la energía total, y comparando esta con la de un 

electrón libre, escriba una expresión para 𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2). 
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FÓRMULAS DE UTILIDAD 

 

Operadores de momento angular 

𝑺2|𝑠, 𝑚⟩ = 𝑠(𝑠 + 1)ℏ2|𝑠, 𝑚⟩ 

𝑆𝑧|𝑠, 𝑚⟩ = 𝑚ℏ|𝑠, 𝑚⟩ 

[𝑆𝑖, 𝑆𝑗] = ∑ 𝑖ℏ𝜀𝑖𝑗𝑘𝑆𝑘

𝑘

 

𝑆± = 𝑆𝑥 ± 𝑖𝑆𝑦 

𝑆±|𝑠, 𝑚⟩ = √(𝑠 ∓ 𝑚)(𝑠 ± 𝑚 + 1)ℏ|𝑠, 𝑚 ± 1⟩ 

 

Perturbaciones independientes del tiempo 

Sin perturbación: 𝐻0|𝑛0⟩ = 𝐸𝑛
0|𝑛0⟩ 

Perturbación → 𝐻1, de modo que 𝐻 = 𝐻0 + 𝐻1 

Correcciones a la energía, primer orden: 𝐸𝑛
1 = ⟨𝑛0|𝐻1|𝑛0⟩ 

Correcciones a la energía, segundo orden: 𝐸𝑛
2 = ∑

|⟨𝑛0|𝐻1|𝑚0⟩|
2

𝐸𝑛
0−𝐸𝑚

0𝑚≠𝑛  

Correcciones a los estados, primer orden: |𝑛⟩ = |𝑛0⟩ + ∑
|𝑚0⟩⟨𝑚0|𝐻1|𝑛0⟩

𝐸𝑛
0−𝐸𝑚

0𝑚≠𝑛  

 

Coordenadas polares: 𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 

∇2=
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
=

𝜕2

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
+

1

𝑟2

𝜕2

𝜕𝜃2
 

 

𝑒𝑥 = ∑
𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 

Para los operadores A y B:      𝑒𝐴+𝐵 = 𝑒𝐴𝑒𝐵𝑒−
1

2
[𝐴,𝐵]

 

 

Ecuación de un oscilador armónico cuántico 1D: −
ℏ2

2𝑚

𝑑2𝜓(𝑥)

𝑑𝑥2 + (
1

2
𝑚𝜔2𝑥2) 𝜓(𝑥) = 𝐸𝜓(𝑥) 

     Donde 𝐸 = (𝑛 +
1

2
) ℏ𝜔 
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