UNIVERSIDAD DE LOS ANDES
DEPARTAMENTO DE FISICA
EXAMEN DE CONOCIMIENTOS
2022-1 MECANICA ESTADISTICA

Julio 26, 2022

El examen tiene una duracién de 3:00 horas y se debe terminar a las 12:00
horas.

Usted debe responder todos los ejercicios a mano explicando claramente
el procedimiento que sigue, de no ser asi no se dara puntaje.

El examen se debe desarrollar manera individual. Usted no debe comuni-
carse con ningun@ de sus companer@s ni utilizar ningiin documento, libro
o apuntes, diferente a las que se le estdn asignando en el enunciado. Al
final de este documento hay algunas férmulas que pueden ser ttiles para
el desarrollo de este examen.

Firmando el examen usted admite que entiende que omitir las reglas estip-
uladas para este examen serd considerado un abuso a la confianza que se
ha puesto en usted y tendrd las consecuencias estipuladas en el reglamento
general de estudiantes de doctorado de la Universidad.

. (20 puntos) Considere una cadena de N espines con un hamiltoniano
descrito por el modelo Ising:

N-1
H=-J Z SnSn+1 (1)

n=1
donde el espin toma valores s, = +1.

Calcule:

a) La funcién de particién.

b) La capacidad calorifica por espin.

. (20 puntos) El objetivo del siguiente ejercicio es modelar el calor es-
pecifico de un sélido en funcién de la temperatura.



a) Encuentre una expresién para la energia promedio de un oscilador
armonico cuantico con frecuencia natural w y temperatura 7.

b) Asumiendo que las vibraciones de los modos normales de un sélido
tienen la misma frecuencia natural, wg, encuentre una expresién para
la capacidad calorifica de un sélido.

¢) Encuentre el limite de alta temperatura para la capacidad calorifica
en este modelo. ;jSus resultados se encuentran de acuerdo a lo que
se sabe de observaciones experimentales?

d) Encuentre el limite de baja temperatura para la capacidad calorifica
en este modelo. jSus resultados se encuentran de acuerdo a lo que
se sabe de observaciones experimentales?

3. (30 puntos) Considere un gas ideal de dtomos confinado en un contenedor
aislado térmicamente del ambiente. El gas tiene densidad de ntimero n y
temperatura T'. Suponga que el contenedor tienen un pequeno orificio de
area A en una de las paredes. El drea del orificio es mucho menor que el
contenedor y que el camino libre medio de los dtomos. Calcule el nimero
de atomos que escapan por unidad de tiempo. Exprese su respuesta en
términos de la densidad de nimero n, el drea del orificio A y la rapidez
promedio de los dtomos (v).

4. (30 puntos) Una estrella de neutrones es el nicleo colapsado de una
estrella. Los neutrones se encuentran en un estado degenerado donde
cada neutrén ocupa un inico estado cuantico. La presion de los neutrones
degenerados se compensa con la presién gravitacional. El objetivo de este
ejercicio es estimar el radio de una estrella de neutrones a partir de su
masa.

a) Primero calcule la magnitud del nimero cudntico, ng, del neutron en
el nivel de energia mas alto. Su respuesta debe quedar en términos
del ntimero total de neutrones en la estrella, V.

b) Calcule la energia de Fermi . Esta es la energia que tiene el neutrén
en el nivel de energia mds alto. Para hacer este cédlculo es comin
usar la siguiente aproximacién: los neutrones no son relativistas y
su momentum se puede estimar pensdndolo como confinado en un
potencial infinito de ancho V''/3, donde V es el volumen de la estrella.
La respuesta debe quedar en términos de la constante de Planck h,
la masa del neutrén m, el niimero total de neutrones N y el volumen
de la estrella V.

¢) Usando los resultados anteriores calcule la energia interna U (ex-
cluyendo la energia gravitacional).

d) A partir del resultado anterior calcule la presién de degeneracién
como P; = —0U/0V.



e) Haciendo el balance de presiones Py + P, = 0 encuentre el radio
de la estrella en funcién de G, h, m y M. Suponga que la presiéon
gravitacional se puede escribir como

U GM? [4r\'/?
Py=——9=_ — —4/3 2
g oV 5 ( 3 ) v 2)

donde Uy es la energia potencial gravitacional, G es la constante de
gravitacion universal, M es la masa total de la estrella y V es el
volumen de la estrella.

f) Asumiendo que la estrella tiene una masa 1.5 veces la masa del Sol,

es decir M = 3 x 103 kg, encuentre el radio de la estrella en unidades
de km.

Valores de algunas constantes universales:

e h: 6.62607015 x 1073* J s

o (G: 6.67430 x 107" N m? kg2

e m, masa del neutrén: 1.67492749804 x 10727 kg.
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, Universidad de

1) Jlos Andes

Doctorado en Ciencias - Fisica
Examen de Conocimientos - 2022

Electromagnetismo

Reglas:

= No se permite el uso de libros, apuntes, o dispositivos electrénicos.
= Los problemas propuestos deben ser resueltos a mano explicando claramente el procedimiento.

» El examen se debe contestar de forma individual. No debe comunicarse con ningtin compafiero
o compafera.

= Al firmar el examen, usted acepta estas reglas. De no cumplirlas estard sujeto a las acciones
estipuladas en los reglamentos de la Universidad de los Andes.

Duracidn total del examen : 3 horas

1. (20 puntos) Un cascarén esférico, como el que se muestra en la figura, tiene una densidad de carga eléctrica:

_k
e

enlaregidnia<r=b.

Calcule el potencial eléctrico V en el centro del cascarén (r = 0).
(tome V — 0 cuando r — 00).

Jes



2, (20 puntos) Una barra metélica de masa m se desliza sin friccién sobre dos rieles metélicos paralelos, separados
por una distancia ¢. Los rieles estdn conectados entre si por una resistencia eléctrica R, como se muestra en la figura.
En toda la regi6n estd presente un campo magnético uniforme B que apunta en la direccion perpendicular al plano de

la pdgina, entrando.

Si ponemos la barra en movimiento, en ¢ = 0, con velocidad vy, y dejamos que se deslice libremente, ; cudl serd su
velocidad, v(#), en un tiempo ¢ ?

"3

3. (30 puntos) El potencial vectorial electromagnético A(r), producido por una densidad de corriente J(r), estd dado

por:

Alr) = 4m

H_Q_ I(r/) dBrI
Jr—r'|

Considere un loop C que delimita una superficie plana Sc. Por el loop circula una corriente eléctrica estacionaria I. Al

hacer una expansio

donde,

Ayuda:

n multipolar para A(r), demuestre que:

Amon(@™) =0

Ho mxt
() = &2
Adlp() an 12

m = If da.
Sc
f(vq') al = —v xfda
C Sc
1 1=\ ,
m = ;'nZ:O(?) Pn(COSQ)
P =1, Pix)=x, Pyx)=33x"-1),

(monopolar)

(dipolar)

(Polinomios de Legendre)




4. (30 puntos) La relacién entre una fuerza F, que acttia sobre una particula, y el potencial asociado U, cuando la
fuerza depende de la velocidad de la particula, estd dada por:

donde:

il 4138 4kl
Vr—iax+lay+kaz
50 50 4 jd
Vv“lavx+]0uy+k0uz

La fuerza que resulta de la interaccion entre una carga eléctrica y un campo electromagnético, F = q (E+v x B), depende
de la velocidad.

Demuestre que: U=qV-qvA,

donde:

oA
E=-V/V-—
ot

B =VxA

Ayuda:
€ijk€kem = 0i¢0jm—8imb e
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Universidad de

los Andes

Facultad de Ciencias

Doctorado en Ciencias-Fisica.
Examen de Conocimientos
Mecénica Clasica.
Departamento de Fisica.
Universidad de los Andes 2022-11
Duracion: 3 horas.

Instrucciones:
« £l examen tiene una duracién de 3:00 horas y se debe terminar a las 17:00 horas.
« Usted debe responder todos los ejercicios a mano explicando claramente el procedimiento que sigue, de no ser asi no se dard
puntaje.
« El examen se debe desarrollar manera individual. Usted no debe comunicarse con otros estudiantes ni utilizar ningin
documento, libro o apuntes, diferente a las que se le estin asignando en el ‘enunciado. Se proporcionan algunas férmulas que
pueden ser titiles para el desarrollo de este examen.
« Firmando el examen usted admite que entiende que omitir las reglas estipuladas para este examen ser4 considerado un abuso
a la gonfianza que se ha puesto en usted y tendra las consecuencias estipuladas en el reglamento general de estudiantes de
doctorado de la Universidad

FORMULAS
Coordenadas Generalizadas q,0
Velocidades generalizadas 4,0 . _dq _ oH
q= a E
Momentos generalizados » P _ a_L o gﬂ _ Q_L“
P~5;'"~ "3q oq
Lagrangiano L L(9,4,t) =T(q) =V (9.4, 1)
Hamiltoniano H=T+V H(g.p.t) =p-4—L(q.41)
Accién, Hamiltoniano, tz tz
Lagrangiano S = f (px — H)dt = S = f (px — H)dt
ty L1
ty tz
S = f L(g,g,t)dt = S = f L(q,q,t)dt
ty t1
Funcion generatriz F, (q,Q,t) oF; oF,
Transformaciones candnicas F,(q,P,t) p= Bq = ~ 90
F3(p,Q,t) aF, aF,
Fy(p, P, 0) P=3 YT
_0F _0R
=% =@
Ok _OF
q= Ty P
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Universidad de los Andes | Vigilada Mineducacién | Reconocimiento como Universidad: Decreto 1297 del 30 de mayo de 1964. Reconocimiento personeria juridica: Resolucién 28 del 23 de febrero de 1949
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1. (20 Puntos) Considere un plano inclinado fijo. Dos bloques de masa M; y M estan unidos por una
cuerda que pasa sobre una polea de radio r y momento de inercia I, como se muestra en la figura

(a) Encuentre el torque neto que actia sobre el sistema.

(b) Encuentre el momento angular total del sistema alrededor del centro de la polea cuando los
bloques se mueven con velocidad v.

(c) Calcule la aceleracién de los bloques.

M,

Solucion
a) Supondremos que el bloque M, cae entonces:
T = M, gr — Mpg rsenf = (My — Mpsen8)gr
b) Los momentos angulares de la polea (Lp), el de la masa My (L1) y la masa 2 (Lz), son:
Lp-—-—la):%v ; Ly =Myvr ; Ly=Myvr
Por lo tanto, el momento angular total es
L=1L,+Li+L,=vr(My + M, +1—;15)

c) sabemos que

dL dv I
t= =My Myt ) = (M1 — Mjsend) gr
dv (M, — M,sen8)g
a = 'EE = ]
M1 + M2 + ;7
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Universidad de los Andes | Vigilada Mineducacion | Reconocimiento como Universidad: Decreto 1297 del 30 de mayo de 1964. Reconocimiento personeria juridica: Resolucion 28 del 23 de febrero de 1949
Minjusticia




Universidad de

los Andes

Facultad de Ciencias

2. (20 Puntos) Un objeto de masa m es lanzado verticalmente hacia arriba. En presencia de
una fuerte resistencia del aire, el tiempo de ascenso es ti, y no es igual al tiempo de descenso,
t,. De manera similar, la velocidad inicial que es u, con la que se lanza el cuerpo no es igual
a la velocidad final que es v, con la que el objeto regresa. Suponiendo que la fuerza de la
resistencia del aire es F y es constante, calcule:

(a) 2/t

(b) v/u

Solucion

a) Cuando el objeto va subiendo

F
mas, = —(mg +F) = as = _(9+E)
u

F
vg=0=u+a5t=u—<—n—l+g>ts—+ts=F
m "9

F .
v2=0=u?+2ah>u= Zh(E+g)

Cuando el objeto va bajando

mab=(mg—F)-»ab—_-(g_£)

m
F
= 2a,h = 2h g—E)

f2h g———

e (g--
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3. (30 Puntos) Una particula de masa m comienza a moverse desde el reposo, partiendo de la
parte més alta de la mitad de una esfera fija y lisa de radio a. Encuentre las fuerzas
generalizadas de ligadura y el angulo en el cual la particula abandona la superficie de la
semiesfera.

Solucion:
La ecuacion que va a permitir calcular la ligadura es
fr)=r—a=0

El lagrangiano, teniendo como referencia la parte mas baja de la semiesfera

m .
L=T-V= -——(7'“2 +126?) — mgrcos8

d <6L) oL _ of 5 4 1o
e —ee—_= —_ — =
dt 67" ar 8r mr mr mg coS
4 (—6L> Ok 3 64206 o =0
2 ——= - - =
dc\ag) " ag  tag U T ATV T gsen

Aplicando la ecuacién de ligadura
—mab? +mg cosd — 2 =0
afl — gsenf =0

A partir de la ultima ecuacidn se tiene que

é_d(dé))_dé dé do édé 9 oo
“at\ar) " ar doar Cae o °"
f@d@-——f send df

1
= ——g—cosB+-‘g-
2 a
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2
—majg(l —cosf) +mg cosfd —A =0
A =mg(3cos8 —2)

Lo cual quiere decir que las fuerzas de ligadura son

; d
Q;Lg = A—z = mg(3cosd — 2)

or of
lig __ e
8 —/168 0

La particula se despega de la semiesfera cuando Qﬁig = 0 — arccos @)

Departamento de Fisica '
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4. (30 Puntos) Una particula de masa m esta sujeta a la interaccion con un potencial arménico,
de tal forma que su hamiltoniano, puede ser escrito como

_p* omw?q¢* (Q)
H= 5 + > ; Q0 =tan »
Suponga que hace la siguiente transformacion
_ 9P
p=gP)cosQ ; qg= p— sen Q

a) Calcular quien es g(P) para que esta transformacion sea canonica.
b) Calcule el hamiltoniano transformado.
¢) Dibuje el espacio de fase para el hamiltoniano original y para el transformado.

d) Demuestre cuales son las soluciones para P, Q,p ¥ q

Solucion:

a) Primero miremos como queda transformado el hamiltoniano, al cual llamaremos K

_ g*(P) cos?Q N m?w?g?(P) sen® Q _ g*(P)

K
2m 2m2w? 2m

De las formulas entregadas se usaré la transformacién asociada a F1 (q,Q,t) con q y Q como
variable independientes

p = mwqcot Q
Para que F; sea candnica tiene que satisfacer

p(q» Q) - 567. (q, Q) - —"b—é—

aFl_ _mcu 2
E)———qucotQ - Fl———z—q cotQ

oF; mw , 1 2P
P(Q»Q)z“‘a?="2— senZQ_)q: EsenQ

P = mwq cotQ = V2Pmw cosQ

ngrlg_};))senQ: %SenQ — g(P):vZme

b) Con la funcion g(P) conocida el Hamiltoniano transformado K es:
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2Pmw
= — = wP
2m

c)El espacio de fase para el no-trasformado corresponde al de una elipse y para el
transformado a un rectangulo
1o T ro

>
X

v

2T Q

d) Dado que siguen ya las transformaciones candnicas tenemos qgue

K=wP=H=E

. oK

P = —55 =0 - P = cte.Coordenada ciclica
. 0K -
= e— M =
O=sp=w-Q=wt+¢

2P |2 ; +’
q= e senQ = 7 sen(wt + ¢)

P = V2Pmw cosQ = V2mE cos(wt + ¢)
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UNIVERSIDAD DE LOS ANDES - DEPARTAMENTO DE FISICA
EXAMEN DE CONOCIMIENTOS - 2022-1 MECANICA CUANTICA Sobre 100 puntos

Instrucciones:

e  El examen tiene una duracién de 3:00 horas y se debe terminar a las 17:00 horas.

e  Usted debe responder todos los ejercicios a mano explicando claramente el procedimiento que sigue, de no ser asi no se dara puntaje.

e  El examen se debe desarrollar manera individual. Usted no debe comunicarse con ningun@ de sus comparier@s ni utilizar ningtin documento,
libro o apuntes, diferente a las que se le estan asignando en el enunciado. Al final de este documento hay algunas férmulas que pueden ser Utiles
para el desarrollo de este examen.

e  Firmando el examen usted admite que entiende que omitir las reglas estipuladas para este examen sera considerado un abuso a la confianza que
se ha puesto en usted y tendra las consecuencias estipuladas en el reglamento general de estudiantes de doctorado de la Universidad.

1. (20 puntos) La funcién de onda de un par de electrones ligados se puede escribir como Y (#;, a4,7,, 05), donde 7; es la
posicidn y o; el espin del electrdn i, donde i=1, 2.

a.

Aplique el operador de permutacion, P;,, a la funcion de onda del par de electrones ligados (el cual intercambia
las dos particulas), y explique la diferencia entre el resultado y la funcién de onda y (7, 04,75, 03) original.

Si la funcidn de onda del par de electrones puede separarse en sus partes espaciales y de espin como
Y(7y,04,75,0,) = (7, 7)x(01,0,), y dado su resultado de a, enumere las opciones posibles que deben cumplir
las funciones ¢ (#,7,) y x(04,0,) al aplicar el operador de permutacion.

Cuantos tipos de funciones de onda de espin (a4, ;) simétricas ante la operacion de permutacion se puede
construir para el par de electrones? (escribalas en términos de las distintas posibilidades de estados de espin:
x(IL,D) =T, x(NL Y =T, x{L,T) = I, x{, 1) = |LL). Demuestre que estas funciones de onda de espin
simétricas son eigenfunciones del operador de espin total, § = §; + S5, y de la componente S, del espin total, y
encuentre los eigenvalores correspondientes.

Cuantos tipos de funciones de onda de espin y(o;, o,) antisimétricas ante la operacion de permutacion se puede
construir para el par de electrones? (escribalas en términos de las distintas posibilidades de estados de espin).
Demuestre que estas funciones de onda de espin antisimétricas son eigenfunciones del operador de espin total,
S =5, +S,,ydelacomponente S, del espin total, y encuentre los eigenvalores correspondientes.

Reescriba las funciones de onda de espin total de los numerales ¢ y d, pero ahora en la notacién |s, m), donde sy
m son tales que $%|s,m) = s(s + 1)h?%|s,m) y S,|s, m) = mh|s, m).

2. (20 puntos) Una particula cargada, con masa m y carga +q, esta confinada a moverse en un anillo de radio R, sobre el
plano xy. La posicion de la particula esta descrita por su coordenada angular 8 sobre el anillo.

a.

Escriba el Hamiltoniano para esta particula, en términos de las coordenadas polares (asuma que la intensidad del
potencial de confinamiento es muy pequefio comparado con la energia cinética de la particula, y por ende es
despreciable).

Encuentre los eigenestados y eigenvalores para este Hamiltoniano.

Ahora suponga que la particula se somete a un campo eléctrico E = &% en la direccion x, de modo que este actlia
como una perturbacién V al Hamiltoniano, donde V esta dado por V = gex = q&R cos 6. Calcule las correcciones
a la energia del estado base, hasta segundo orden en el campo ¢.

¢Qué tan pequefio debe ser el campo para que esta aproximacion a segundo orden sea valida?



3.

(30 puntos) Se define un estado coherente como la superposicion de estados con todos los posibles nimeros de
particulas posibles, es decir:

a a? ad
|a) = C<|0> + 1!1/2 |1> + 2!1/2 |2> + 3!1/2 |3) + )

Donde a es un nimero complejo, y |n) es el estado que describe al sistema con un nimero de particulas n bien
definido. Suponga que los operadores de creacion y aniquilacion @t y a estan definidos de forma estandar como:

atn)=vn+1n+1); an)=+vn|n-1); ataln) = Ailn) = n|n); yademas[at,a] =1
a. Justifique (mateméaticamente) porqué un estado coherente no tiene un nimero de particulas bien definido.
b. Demuestre que el valor de la constante de normalizacion de la funcion de onda coherente es C = e~lal*/2

c. Demostrar que la funcion de onda del estado coherente puede ser escrita también como |a) =

e~12*/2exp(aa*)|0)

d. Demostrar que d|a) = ala),y que (a|atd|a) = |a|?
An 1 — 172y — {72
e. Demostrar que @~ T donde An = /{Ai%) — (7)2.

f. Indigue porqué, a partir de la ecuacion del punto e, tendria sentido usar una funcién de onda coherente para
describir un sistema de muchos cuerpos con un niimero bien definido de particulas (N~10%), a pesar que un
estado coherente no tiene un nimero definido de particulas.

(30 puntos) Considere un electron libre, en presencia de un campo magnético independiente del tiempo, B =B2.

a. Escriba el Hamiltoniano para este sistema, y posteriormente, la ecuacion de Schrédinger que rige su
comportamiento. Utilice el gauge de Landau para introducir el efecto del campo magnético (A = (0, Bx, 0)).

b. Demuestre que las componentes del momento lineal en las direcciones y y z son constantes de movimiento en este
problema.

c. Proponga una solucién del tipo ¥ (x, vy, z) = ¢(x)Y(y)Z(z). Escriba las soluciones para las funciones Y (y) y
Z(z), dada su respuesta del punto anterior (por simplicidad, considere inicamente una direccion de propagacién
para el electrén, eny vy 2).

d. Teniendo en cuenta sus soluciones del numeral anterior, demuestre que la ecuacion para ¢(x) es equivalente a la
de un oscilador armonico cuantico. Escriba la expresién para la frecuencia angular del oscilador, o frecuencia de
ciclotron, w,.

e. Escriba la solucion para la energia total del electrén en presencia de un campo magnético. Para un k, dado, ¢como
aumenta la distancia entre los niveles de energia con el campo magnético?

f. Escriba la solucion para ¢(x), y con esto, escriba una expresion para la solucion total del sistema, ¥ (x,y, z) (no
necesita encontrar la constante de nmormalizacién).

g. Demuestre que las oOrbitas del electron en el plano x-y del espacio de momento son circulares, y determine el
radio de estas Orbitas. (Ayuda: A partir de la expresion para la energia total, y comparando esta con la de un
electron libre, escriba una expresion para k5 + k5 ).
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FORMULAS DE UTILIDAD

Operadores de momento angular
5?|s,m) = s(s + 1)h%|s, m)

S,|s,m) = mh|s,m)

[S0.55] = Z the;jiSk

k

Sils,my=./(s Fm)(s £ m+ Dhls,m + 1)

Perturbaciones independientes del tiempo

Sin perturbacion: H°|n%) = EQ|n°)

Perturbacion = H!, de modo que H = H° + H?
Correcciones a la energia, primer orden: E} = (n®|H*|n°)

[(n® | m®)|”

Correcciones a la energia, segundo orden: E2 = ¥,,,.n =050
n~Em

. i 0\ (mO|H1|no
Correcciones a los estados, primer orden: |n) = |n°) + Zmin%
n~tm

Coordenadas polares: x =rcosf,y = rsinf

9% 9% 9% 19 1 87

2__ _ _ -
%2 T ay? o2

rar 12302

1
—~[AB
A+B _ oA B o 5l4.B]

Para los operadores Ay B: e

2 2
Ecuacion de un oscilador arménico cuéntico 1D: —:—m%};’c) + G mwzxz) Y(x) = Ep(x)

Donde E = (n + %) hw
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