Universidad de DEPARTAMENTO

los Andes pe FISICA

DOCTORADO EN CIENCIAS-FISICA
EXAMEN DE CONOCIMIENTOS
ELECTRODINAMICA

Semestre 2021-2
Duracion: 3 horas

I. Un modelo del atomo de hidrégeno (20 puntos)

Consideremos el modelo siguiente para el &tomo de hidrégeno: el protén es una particula puntual
de carga e situada en el origen O y a su alrededor hay una nube de carga eléctrica con simetria esférica
que representa, en promedio sobre el tiempo, la carga del electréon. La densidad de carga de volumen
de esta nube no es uniforme: en un punto M situado a una distancia r del protén esta dada por

a3

p(r) = —eg- exp(—ar) (1.1)

en donde « es un cierto pardmetro.
1. ;Cual es el sentido fisico del pardmetro a7

2. Calcular el campo eléctrico E creado por el dtomo (préton + nube de carga) en un punto P
situado a una distancia r del protén.

3. i Que tan realista es este modelo para el &tomo de hidrégeno? Justifique su respuesta.

II. Campo y potencial de una barra (20 puntos)

Una barra delgada de largo L y grosor despreciable tiene una densidad lineal de carga variable
que cambia linealmente entre sus extermos entre los valores 0 y Ag.

1. Calcular el potencial eléctrico creado por esa barra en un punto arbitrario del espacio.

2. Calcular el campo électrico creado por esa barra en un punto arbitrario del espacio.

ITII. Ecuaciones de Maxwell en un conductor ideal (30 puntos)

Nos proponemos estudiar y resolver las ecuaciones de Maxwell en un medio conductor. Como es
bien sabido en un conductor ideal no hay densidad de carga de volumen p = 0 y la corriente electrica
j esté relacionada con el campo eléctrico E a travez de la ley de Ohm

j=oE. (3.1)



Vamos a trabajar en la aproximacién de los campos casi-estaticos es decir que consideramos que las
dimensiones del conductor son mucho mas pequenas que la longitud de las ondas electromagneticas
de manera que la propagacion de los campos se hace “instantaneamente”. Bajo esta aproximacion se
puede despreciar la corriente de despazamiento 9D/t frente a la corriente eléctrica j en la ecuacién
de Maxwell-Ampere para quedar con la ecuacién de Ampere

VxH=j. (3.2)

Ademids consideramos que el conductor es un medio lineal, uniforme, isotropo, de permeabilidad u
y conductividad o constantes.

1. Plantear las ecuaciones de Maxwell en este medio. Trabajar en la “gauge” de Coulomb,
V - A =0. Mostrar que A satisface la ecuacion

OA
& ~baa=c. (3.3)

;,Cuanto valen D y C? ;En qué otras ramas de la fisica aparece este tipo de ecuacién?
2. A partir de ahora se supone C = 0. ;Qué significa esta suposicién para el potencial eléctrico?

3. Para resolver la ecuacién (3.3), con C = 0, usamos la transformada de Fourier de A con

respecto al espacio
1

A(r,t) = G

Mostrar que para t > 0, A(k7 t) se puede expresar en funcién de condicién inicial A(k, 0) como

/ Ak, t)e™ T i3k (3.4)

Ak, t) = A(k,0)G(k, 1) (3.5)
Que vale la funcién G(k, t)?

4. Deducir de la pregunta anterior que A (r,t) se puede expresar como un producto de convolucién
A(r,t) = /A(r’,O)G(r — 1, t)d*r (3.6)

en donde G es la transformada inversa de Fourier de G.

5. Calcular la funcién G(r,t).

IV. Campo de un hilo en movimiento paralelo a la direcciéon
del hilo (30 puntos)

En un referencial inercial K’ tenemos un hilo infinito en reposo en el eje 2’ (y' = 2’ = 0) con
densidad lineal de carga A¢ uniforme y sin densidad de corriente alguna (j’ = 0). En un referencial
K el hilo se mueve con una velocidad constante v = vX paralela a la direcciéon del hilo.

1. Calcular el campo electromagnético creado por hilo en el referencial K’. Usando la transformacién
de Lorentz de los campos, calcular el campo eléctrico y magnético en el referencial K.

2. Escribir la densidad de corriente j'(r’,t') y de carga p'(r’,t') en el referencial K’ y en el
referencial K (p(r,t) y j(r,t)).

3. Con la expresion de la densidad de corriente y carga en K obtenida en el punto anterior,
justificar que se pueden usar las leyes de la electrostatica y de la magnetostéatica en K para
calcular los campos. Calcular entonces los campos E y B en K y comparar con la respuesta
del primer punto.



Apendice: Algunas formulas

» Ecuaciones de Maxwell (en unidades del sistema internacional)

V-D=p (A1)
V-B=0 (A.2)
oD

0B

= Relaciones constitutivas de un material isotrépico en el regimen de respuesta lineal

D =cE (A.5)
B=.H (A.6)

s Transformadas de Fourier y producto de convolucién:

Sean f(r) y g(r) son dos funciones y f(k) = Ff(k) y (k) = Fg(k) sus respectivas transformadas

de Fourier )
_ r3 eik~r )
1) = s [ F0e™" dk (A7)

Definimos el producto de convolucién de f y g como

(f*g)(x) = / f(r - g’y dr’ (AS)

Tenemos entonces

(FN(Fg) = F(f*g) (A.9)

s Integral Gaussiana: parap > 0y q € C,
“+o0 2
/ e P gy — ] [T e (A.10)
o p

Vx(Vxa)=V(V-a)—Aa (A.11)

= Para un vector a

» La transformacién de Lorentz para un vector contravariante (A®) entre los referenciales inerciales
K’y K con K’ de velocidad v = ¢f3% con respecto a K es

A° = (A - paY)

AT = Ay(—pA°+ AY
A/2 — A2
A/3 — AS

en dondey = 1/4/1 — 2. La transformacién de Lorentz correspondiente del campo electromagnético
es

E. = E, B, =B,

E, =~(E, - BB.) B, =~(By,+BE.)
E; = W(Ez + 5By) B; = ’Y(Bz - ﬁEy)



En el caso general, K’ con velocidad v = ¢ con respecto a K, la transformacién de Lorentz

de los campos es

E =

B -

Tensor electromagnético (en unidades gaussianas)

(F) =

Gradiente en coordenadas cilindricas (p, ¢, 2)

VU =

Laplaciano en coordenadas esféricas (r, 6, ¢)

AU(r,6,6) = 0 (26‘1’

2o \"ar

Laplaciano en coordenadas cilindricas (p, ¢, z)
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Modelo de dtomo de hidrogeno
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Campo y potencial de una barra
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Conductor ideal
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Campo de un hilo (‘”"M”’W)
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Universidad de

los Andes

Facultad de Ciencias

Doctorado en Ciencias-Fisica.
Examen de Conocimientos
Mecanica Clasica.
Departamento de Fisica.

Universidad de los Andes 2022-1
Duracion: 3 horas.

El examen tiene una duracion de 3:00 horas y se debe terminar a las 12:00 horas.

Usted debe responder todos los ejercicios a mano explicando claramente el procedimiento que

sigue, de no ser asi no se dara puntaje.

El examen se debe desarrollar manera individual. Usted no debe comunicarse con ninguno de

sus compaiieros ni utilizar ningiin documento, libro o apuntes, diferente a las que se le estan
asignando en el enunciado. Al principio de este documento hay algunas formulas que pueden

ser utiles para el desarrollo de este examen.

Firmando el examen usted admite que entiende que omitir las reglas estipuladas para este

examen sera considerado un abuso a la confianza que se ha puesto en usted y tendra las consecuencias
estipuladas en el reglamento general de estudiantes de doctorado de la Universidad.

FORMULAS
Coordenadas q,Q
Generalizadas
Velocidades q,Q . _dq OH
generalizadas 9= = p
Momentos generalizados p, P oL~ 0H 4L
P=3¢' P~ "3 "5
Lagrangiano L L(q,q,t)
=T(q)=V(q.9,t)
Hamiltoniano H=T+V H(q,p,t)
=p-4—L(g4,t)
Accion, Hamiltoniano, ta t2
Lagrangiano S = f(pjc—H)dt = S = f(pfc—H)dt
ty ty
ty tz
S = f L(q,q,t)dt = S = f L(q,q,t)dt
ty ty
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l. (20 puntos). Una masa puntual m, se desliza sobre un objeto de masa M, que
tiene una superficie circularmente curva, como se muestra en el diagrama de abajo. El bloque
de masa M puede deslizarse libremente sobre una superficie sin fricciéon. Calcule las
velocidades finales de las dos masas después de que m se separa de M. Resuelva este
problema usando mecanica newtoniana.

2. (20 puntos). Cuales de las siguientes figuras es una representacion esquematica
de las trayectorias del espacio de fases de una particula que se mueve en un potencial

unidimensional V(x) = — % x% + ix“.
p,
I
@ o\
(®)
X X

N—F—

P,

(d) N /b.\‘
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3. (30 puntos). Una masa puntual m, se desliza sobre un objeto de masa M, que tiene
una superficie circularmente curva, como se muestra en el diagrama de abajo. El bloque de
masa M puede deslizarse libremente sobre una superficie sin friccion. Calcule las velocidades
finales de las dos masas después de que m se separa de M. Resuelva este problema usando
mecanica newtoniana. Resuelva este problema usando mecanica lagrangiana.

/

4. (30 puntos). Una masa M puede deslizarse libremente, sin friccion, sobre un plano

que forma un angulo 6 con la horizontal. Un péndulo de longitud / y masa m cuelga de M
(suponga que M se extiende un poco fuera del plano para que el péndulo pueda colgar).

(a) (11 PUNTOS) Calcule las ecuaciones de movimiento.

(b) (14 PUNTOS) Calcule los modos normales de vibracion y la frecuencia para
pequeiias oscilaciones. Explique el movimiento resultante

(c) (5§ PUNTOS) Analice y expliqueelcaso M > mym > M
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Examen de Conocimientos
Mecanica Clasica.
Departamento de Fisica.

Universidad de los Andes 2022-1
Duracion: 3 horas.

El examen tiene una duracion de 3:00 horas y se debe terminar a las 12:00 horas.

Usted debe responder todos los ejercicios a mano explicando claramente el procedimiento que

sigue, de no ser asi no se dara puntaje.

El examen se debe desarrollar manera individual. Usted no debe comunicarse con ninguno de

sus compaiieros ni utilizar ningiin documento, libro o apuntes, diferente a las que se le estan
asignando en el enunciado. Al principio de este documento hay algunas formulas que pueden

ser utiles para el desarrollo de este examen.

Firmando el examen usted admite que entiende que omitir las reglas estipuladas para este

examen sera considerado un abuso a la confianza que se ha puesto en usted y tendra las consecuencias
estipuladas en el reglamento general de estudiantes de doctorado de la Universidad.

FORMULAS
Coordenadas q,Q
Generalizadas
Velocidades q,Q . _dq OH
generalizadas 9= = p
Momentos generalizados p, P oL~ 0H 4L
P=3¢' P~ "3 "5
Lagrangiano L L(q,q,t)
=T(q)=V(q.9,t)
Hamiltoniano H=T+V H(q,p,t)
=p-4—L(g4,t)
Accion, Hamiltoniano, ta t2
Lagrangiano S = f(pjc—H)dt = S = f(pfc—H)dt
ty ty
ty tz
S = f L(q,q,t)dt = S = f L(q,q,t)dt
ty ty
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l. (20 puntos). Una masa puntual m, se desliza sobre un objeto de masa M, que tiene
una superficie circularmente curva, como se muestra en el diagrama de abajo. El bloque de
masa M puede deslizarse libremente sobre una superficie sin friccion. Calcule las velocidades
finales de las dos masas después de que m se separa de M. Resuelva este problema usando
mecanica newtoniana.

SOLUCION
Cuando la particula de masa m sale, supondremos que su velocidad es vin y la de la
superficie curva es vum. Por lo tanto:
Mvy, =mv,, vy = %vm

1 1 1 /m 21 1 m
mgR = =Mvy + —mv: =-M (Mvm) +§mv,2n = —mv3 (1 +—)

2 2 2 2 M
2gR
Uy = 7
1+M
m | 2gR
UMZ—
M m
1+M
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2. (20 puntos). Cuales de las siguientes figuras es una representacion esquematica

de las trayectorias del espacio de fases de una particula que se mueve en un
: - : 1 1
potencial unidimensional V(x) = — E x% + Z x*.

A
7\

b) @

P
SOLUCION
2 x4-
. V(x) = —7 + I
P —x+x3=-x(1-x)=—x(1-x)1+x)=0->x=0,x=+1
0%V —1 six =0 (inestable)
_ — 2
gx2 - LT3= { 2 six=+1 (estable)
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Respuesta (a)
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3. 30 puntos). Una masa puntual m, se desliza sobre un objeto de masa M, que tiene
una superficie circularmente curva, como se muestra en el diagrama de abajo. El bloque de
masa M puede deslizarse libremente sobre una superficie sin friccion. Calcule las velocidades
finales de las dos masas después de que m se separa de M. Resuelva este problema usando
mecanica newtoniana. Resuelva este problema usando mecanica lagrangiana.

/

SOLUCION

Xm = Xy + Rcosb. ;
X, = Xy — Rsenf0
Ym = —Rsenf
Vm = —RcosB 6

%2, = (Gy + Rsent9t9)2 = %% + 2 X,,ROsenB + R?sen?606?

y2 = R? cos? 6 9>

1 1
L=T-V =§fo,,+§m(5c,2n+}"r%) — MGV

1 . . .
= E(fo,, + mx% + 2m %y, R0send + mR?sen?060% + mR? cos? 6 62
+ ngsenB)

1, 0 o .
= E(MxM + mxZ + 2m % ROsend + mR?6? + mgRsend)
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Para sistemas conservativos sabemos que:

d (E)L) aL _
dt\dg;) dq;
oL
oxy

oL .
—— = (M + m)x,; + mROsenf = constante
0Xy

Lo que fisicamente significa la ley de conservacion de momentum horizontal y como

% = 0, el Hamiltoniano del sistema puede ser escrito como:
H=x oL —+6 oL L=T+V
=x _ =

1 . .
=3 (Mx% + mxZ + 2m %,,ROsenf + mR?§?) — mgRsenf = constante

1 . .
E(fo,, + mxZ + 2m %, ROsend + mR?6% — mgRsend ) = 0

Cuando la particula sale, 6=n/2,
(M + m)xy + mRO = My +m(%y +RE) =0
%M}'cf,, +%(m3’c,€, + 2m %,,RO + mR?6?%) — mgR = lMx,%,, + lm( X + RQ)2 —mgR =0
- My M
MxM+m<ExM) = Mx% <1+ = 2mgR

1+m 1+— 1+_

+R9| iy | Mm | 2gr 2gr
Vm = XM = Xml =200 m = m
mM = =

1+M 1+M
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4. (30 puntos). Una masa M puede deslizarse libremente, sin friccion, sobre un
plano que forma un angulo 6 con la horizontal. Un péndulo de longitud / y masa m
cuelga de M (suponga que M se extiende un poco fuera del plano para que el péndulo
pueda colgar).

(a) (11 PUNTOS) Calcule las ecuaciones de movimiento.

(b) (14 PUNTOS) Calcule los modos normales de vibracion y la frecuencia para
pequeiias oscilaciones. Explique el movimiento resultante

(c) (5 PUNTOS) Analice y explique el caso M > mym > M

SOLUCION
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(a) Las coordenadas para la posiciéon de m y M son:

(x,y)y = (rcosd, —rsenB) ; (x,v)y = (Fcosh, —isend)
(%, ¥)m = (rcosf + lseng, —rsenb — lcose) ;
(%, 9)m = (fcosd + lpcosp, —send + lpsend)

vay =12
vZ =12 cos20 + 12¢2 cos® ¢ + 27ldcosOcosgp + 72sen?0 + 12p2sen?p — 27lpsenBsene
vE =72 + 1292 + 27l (cosOcosp — senBsene)

1 1 . .
L=T-V= EM?"Z +om (7% + 12¢2 + 27l cos(0 + ¢)) + Mgrsind + mg(rsenb + lcos)

oL e oL »
a o = (M +m)F +m qbcos; +¢) s5-=(M+m)gsin
a—; = m(l%¢ + 7l cos(0 + ¢)) ;£ = m(—rld sen(0 + ¢) — glseng)
d dL . . Y
——= (M +m)#¥ + ml¢ cos(0 + ¢) — ml¢p? sin(0 + ¢)
o oL
PTET! = m(I2¢ + l# cos(8 + ¢) — Fldsen(8 + ¢))

d oL aL—M .. 0 1 9 2 5in(9 =0
dd_%ﬁ_g_r_( +m)(# — gsinf) + ml(¢p cos(6 + ¢p) — p2sin(6 + ¢)) =
E£ — £ = ml(ld + ¥ cos(0 + ¢) — Fdsen(0 + ¢) + 7P sen(d + ¢) + gseng)

doL_oL_ .o .o o
Ea_qb_%_ ml(lp + # cos(8 + @) + gsene) =

(M + m)# + mi(¢ cos(8 + ¢) — ¢52 sin(6 + ¢)) = (M + m)gsinf
g + 7 cos(6 + ¢) = —gsend

(b) Primero vamos a determinar los puntos de equilibrio en done ¢ = ¢ = 0

(M + m)# + ml(¢p cos(8 + ¢p) — ¢52 sin(@ + ¢)) = (M + m)gsinf
7 = gsinf
g + 7 cos(6 + ¢) = —gsend
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7 cos(@ + ¢) = —gseng

gsin cos(6 + ¢) = —gseng¢

sinf cosfcos ¢ — sin? O sengp = sinb cosfcos ¢ — seng + cos? 6 sengp = —sene
sinf cosOcos ¢ = — cos? O seng
Tgl =—-Tgo
Lo cual tiene dos soluciones ¢ = —0 6 ¢p = m — O(claramente, inestable). Por lo tanto,

supondremos que ¢ = —0 + § :

g + 7 cos(6 + ¢) = —gsend
I(=6+8)+#cosd =18 +# = —gsen(§ — 0) = —g(sendcosf — cosSsend)
= —g(5cosO — senf)
1§ +# = —gScos6 + gsenb

definiendo Z = — gsenf
7415+ g6cosd =0

Ahora bien

(M + m)# + ml(¢p cos(8 + ¢) — ¢52 sin(@ + ¢)) = (M + m)gsinf
(M + m)# + ml(6 cos & — 52 sin 6) = (M +m)gsin6

(M + m)# + mlé = (M + m)gsind

(M +m)z+mls =0

Por lo tanto, ya tenemos las dos ecuaciones que daran los modos normales de vibracion

7416 + g6cosd =0
M +m)z+mls =0

(M + m)(lg + g5cos€) —mls =0
M6 + (M +m)gcos88 = 0

. (M+m)gcosb
6+ Ml 1)

6(t) = Ccos(Qt + ¢)
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¢(t) = Ccos(Qt +¢) — 6

Que corresponde a la ecuacion de un oscilador armonico de frecuencia

M + m)gcos6 m cos0
( )g _ [ ™8

2= Ml M|

La ecuacion
(M +m)z+mls =0

Puede ser facilmente integrada dos veces:

z(t) =—M+m5(t)+At+B
ml sen0
r(t)z—M+m5(t)+g 3 t>+ At +B

Supondré, B=0. Por lo tanto, los modos normales son:

1. C=0. En este caso
z(t) = At

Lo cual quiere decir que el péndulo cuelga de manera vertical, con ambas masas
moviéndose sobre el plano con la misma velocidad y la frecuencia de
oscilaciones es cero en este modo. Desde el punto de vista de r(t), es un
movimiento uniférmenle acelerado.

2. A=0. En este caso
ml

M+m

z(t) = — 5(6)

Ambas masas oscilaran con frecuencia (), y moviendose en direcciones opuestas.
Desde el punto de vista de R, estaria bajando adicionalmente de manera
acelerada.

(c) Si M > m entonces,

_ m |gcosd  |gcosO
0= 1+M = ]

El bloque de masa M bajaria muy rapido.
Si M<<m, tendriamos un sistema en el cual la tension en la cuerda es muy grande.
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Examen de Conocimientos - Mecanica Cuantica
Departamento de Fisica, Universidad de los Andes
2021-11

El examen tiene una duracién de 3:00 horas y se debe terminar a las 12:00 horas.

Usted debe responder todos los ejercicios a mano explicando claramente el procedimiento que
sigue, de no ser asi no se dara puntaje.

El examen se debe desarrollar manera individual. Usted no debe comunicarse con ninguno de
sus companeros ni utilizar ningin documento, libro o apuntes, diferente a las que se le estan
asignando en el enunciado. Al principio de este documento hay algunas férmulas que pueden
ser tutiles para el desarrollo de este examen.

Firmando el examen usted admite que entiende que omitir las reglas estipuladas para este
examen seri considerado un abuso a la confianza que se ha puesto en usted y tendra las con-
secuencias estipuladas en el reglamento general de estudiantes de doctorado de la Universidad.

ECUACIONES
Momento angular:
T2 g m) = B25(5 + 1) |G, m),
T2 \j.my = han |j,m),

T ljmy =/ F DG £m+ Dhlj,m+1),

o 1 - A

x = 5( ++Jo),
o 1 - ~
y = Z( + —J-

Evoluciéon temporal:

o) _ —ig
—— =—H

2= i,

@ -5 ([ma)+ (2,

Atomo de Hidrégeno:

R Z(T)ZNZ ﬁ ee—r/naOLZEJrl 277ﬁ
" "\ nag "\ nag )



[1 /3 /3 . 1 /5
Yoo = o Yio = Ecos@, Yii=— gsenee“ﬁ, Yo0= 4\/;(300829 — 1)

2w T
J J Y;’;qudQ = (Sik:ajqa wném = Rnfyvfm
0 0

=) e = G () =) (- )

ap \/3 2ag ao 2ag
0 |
_ n:
rte”dr =
0 ant

Teoria de Perturbaciones:

‘3 /
Hyp >= ihéw} > H=H'+H, Hn>=E,n>, E,=E®+ED+E® 4

, O 1, ®
n>=[n® > +n® > 0@ > 4. EYD —<p|H|n>, |nM)>= 2 Im© > <m | [n2 >
m#n Er(LO) - E7(‘r(z))

N D)

En_Em

m#n

. At o
H = HO + H’(t), Cz—»f(t> = 6Zf — %J < f()|H/(t/)|ZO > eiwfrit dt
to

jgpdx = hm(n + %) . [L+,L_]=2hL,
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1. Problema 1 - 20 Puntos

Considere dos particulas de espin 1/2, donde se tienen cuatro posibles combinaciones de la forma | sy, s2; m1, ma):
1111
—|=. Z.Z = -1
|TT> ‘2’27272>7 m )

111 1
|Tl>_‘2a2725_2>a m:07

11

2°2

11
|~H>=‘ ) 7_272>7 m=07
11 1 1
== o—o, = =1
R e

(a) (3 puntos) ;Qué posibles valores de s = s; + s pueden tomar los estados de spin compuestos por estas
dos particulas?

(b) (7 puntos) Defina los siguientes estados |s, m):

11,1) = [11),
1
1,0) = =111y + i)
11y = 1),
10,00 = —— (114> — [it)).

V2

Aplique el operador S_ = SM 1+ 8@ 4 los estados [1,1),]1,0),|1,—1) y |0,0). Comente los resultados
que obtiene ;tienen sentido?

(¢) (10 puntos) Muestre que |1,0) y |0,0) son estados propios de 2 = (S + §@). (§1) 4+ §2)) con los
valores propios apropiados.

2. Problema 2 - 20 Puntos

Considere un atomo de hidrogeno , el cual se somete a una perturbacién debida a un campo magnético
externo pequeno por un muy breve tiempo.

(a) (10 puntos) Calcule la correccion energética a primer orden debido al acoplamiento entre el campo
externo y el momento magnético orbita del electron. Recuerde que la energia potencial asociada esta
dada por U = —i - B = Bﬁl,z, donde fi es el momento dipolar magnético. No es necesario que in-
cluya el campo magnético interno resultante del movimiento relativo del protén con respecto al electron.

(b) (10 puntos) Realice un diagrama sobre el cambio en los niveles de energia sin perturbacion y con per-
turbacion y explique las implicaciones.

3. Problema 3 - 30 Puntos

Una particula se mueve sobre una circunferencia vertical de radio R. Despreciando los efectos de friccion,
pero tomando en cuenta la fuerza de gravedad, el Hamiltoniano del sistema es:

2

N L .
H = m + mogRsmcp.
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(a) (15 puntos) Determine las soluciones no perturbadas, asi como las correcciones a la energia a primer
orden.

(b) (15 puntos) Determine la correccion de la energia a segundo orden.
Trate el término gravitatorio como una perturbacion.

Hints: 0, = %eims", establezca la(s) condicion(es) de frontera apropiada(s) y evaliie en ¢ = 0y

27
s
¢ =5

4. Problema 4 - 30 Puntos

Considere un 4tomo con un electron, el cual que se encuentra en un estado inicial |a). El electron es sujeto
a una perturbacion senosoidal pequenia, cuyo Hamiltoniato esta dado por H = V (7)cos(wt). Encuentre la
probabilidad de transicion, a primer orden, de que el electron se encuentre un estado |b). Asuma que la base
de vectores de estado es completa y que los vectores satisfacen la condicién de ortonormalidad. Asuma que
la frecuencia perturbadora, w, es cercana a la frecuencia de transicion wy, tal que wy + w > |wg — w|.
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Usted debe responder todos los ejercicios a mano explicando claramente el procedimiento que
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asignando en el enunciado. Al principio de este documento hay algunas férmulas que pueden
ser tutiles para el desarrollo de este examen.

Firmando el examen usted admite que entiende que omitir las reglas estipuladas para este
examen seri considerado un abuso a la confianza que se ha puesto en usted y tendra las con-
secuencias estipuladas en el reglamento general de estudiantes de doctorado de la Universidad.

ECUACIONES
Momento angular:
T2 g m) = B25(5 + 1) |G, m),
T2 \j.my = han |j,m),

T ljmy =/ F DG £m+ Dhlj,m+1),

o 1 - A

x = 5( ++Jo),
o 1 - ~
y = Z( + —J-

Evoluciéon temporal:

o) _ —ig
—— =—H

2= i,

@ -5 ([ma)+ (2,

Atomo de Hidrégeno:

R Z(T)ZNZ ﬁ ee—r/naOLZEJrl 277ﬁ
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[1 /3 /3 . 1 /5
Yoo = o Yio = Ecos@, Yii=— gsenee“ﬁ, Yo0= 4\/;(300829 — 1)

2w T
J J Y;’;qudQ = (Sik:ajqa wném = Rnfyvfm
0 0

=2 () = () () a5 -

ap \/3 2ag ao 2aq 2ag
o !
_ n:
rte”dr =
0 ant

Teoria de Perturbaciones:

‘3 /
Hyp >= ihéw} > H=H'+H, Hn>=E,n>, E,=E®+ED+E® 4

OH' 0
n® 5= 3 im0 <m’|H |n° >

In>=n® > +n® > 0@ > 4., EWD =<n|H |n>, Z0 o

m#n

a5 Kt

n En _ Em

m#n

. At o
H = HO + H’(t), Cz—»f(t> = 6Zf — %J < f()|H/(t/)|ZO > eiwfrit dt
to

jgpdx = hm(n + %) . [L+,L_]=2hL,
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1. Problema 1 - 20 Puntos

Considere dos particulas de espin 1/2, donde se tienen cuatro posibles combinaciones de la forma | sy, s2; m1, ma):

1111
|TT>:‘2a2;272>7 m =1,
111 1
|T~L>:‘2a27252>a m:O7
11 11
|lT>—‘2,2§—272>, m =0,
11 1 1
|ll>=’272§—2;—2>7 m = —1.

(a) {Qué posibles valores de s = $; + sy pueden tomar los estados de spin compuestos por estas dos
particulas?

(b) Defina los siguientes estados |s, m):

1,1y = 1),
1
1,0) = =111y + i)
1, -1y = 1),
10,0) = —— (|15 — it)).

V2

Aplique el operador S_ = S + S a los estados [1,1>,]1,0),|1,—1) y |0,0). Comente los resultados
que obtiene ;tienen sentido?

(¢) Muestre que |1,0) y |0,0) son estados propios de §2 = (§1) 4+ §®@).(§1) 4 §2)) con los valores propios
apropiados.

SOLUCION:

Consideramos un sistema compuesto por dos particulas de spin-1/2, las cuales pueden estar en los estados

11/2,1/2) = [1) 0 [1/2,=1/2) = [L).

(a) Sabemos que para un sistema compuesto por dos particulas con spin-1/2, los diferentes posibles valores
del ntimero cuantico s del sistema compuesto vienen dados por

s={s1+82,81+82—1,...,|s1 — 82|},

donde s; y sg son el numero cuantico s de las dos particulas que conforman el estado compuesto, es
decir que en nuestro caso s; = sy = 1/2, entonces, tenemos que los valores que puede tomar s son

s = {1,0}.

(b) Ahora, como estamos interesados en actuar con los operadores escalera S5, recordemos que estos acttian
sobre los estados |s,m) de forma que

Sils,m)=h/s(s+1)—m(m+1)|s,m+1),

tal que naturalmente S_ [1) = S, |t) = 0. Ahora, apliquemos el operador S =8 1+ 8@ 4 10s cuatro
estados definidos:
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» Para el estado |1,1):

11y = 8y + S0y = (1) + 1))
» Para el estado |1,0):

1
7uﬂ>—;; Y10+ L) + ;F B (a5 + 1)) = vﬁuw-

» Para el estado |1, —1):
1L = SY U+ 5Py = 0.
= Para el estado |0,0):

1A1 1A2
mm=EAMMﬁM+ﬁiwwwm=o

De estos resultados es inmediato ver que S_|1,1) ~ [1,0),5_ [1,0) ~ [1,—1) y S_|1,—1) = 0. Vemos
que estos resultados son justo como esperariamos que actuara el operador S_ sobre una particula de
spin-1, de forma que m toma valores de m = {1,0,—1}, tal que S_ baja en uno el valor de m, hasta
llegar al estado con m = 0, el cual al ser el estado con menor valor de m no puede bajar més, dando
cero al actuar el operador S_ sobre este.

Veamos como actia el operador $2 sobre los estados [1,0) y |0,0). Para esto veamos la forma del
operador:

§2 = (M 4 §@ . (50 4 §@y = ()2 4 (§@))2 4 251) . §2)

donde sabemos que el operador S2 actia de la forma 52 |s, m) = h2s(s+1) |s, m). Ademas para particulas
de spin-1/2 sabemos que los operadores S, Sy y S, actian sobre los estados |T> y |1 de la forma

Selty = 51D Se ) = 50,8, 11 = i%[1), 8, 1) = =i 1D, S = 511 vy 5. [ = =5 1) Con

todos estos resultados, veamos como actiia el operador S? sobre ambos estados:

= Sobre el estado |1,0):

$211,0) = (600 + (822 + 2505 + 28952 + 28082 Lty + 1)

Veamos a qué son iguales los diferentes términos:

wm)mw+uw> mw+uw>

S\

4xf

(SO + [ 1)) = mw+uw

7:
SISD (110 + 1)) =

\F

2 (5050|115 1+ SWSD | 1y) =

)
= (Fun+ ),

2
V2 V2 V2
9 2 e 2
¢;9WMM+M»=ﬁww$m»ww%%m>Nf(|m+uﬁ
2 ame@ _ 2 e 51 &@) |14y - 2 < n )
\/552 S+ 1) \/5(52 SN+ 878 D) 7 |iT>+ \Tl>
Juntando todos estos resultados tenemos que
R 2
§211,00 = 22 (111 + 1)) = 202[1,0).

%

Vemos que efectivamente este estado cumple que $2 |s,m) = h?s(s+1)|s,m), paras =1y m = 0.
= Sobre el estado |0,0), es facil ver mediante un procedimiento similar, que se cumple que

5210,0) = 0.
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2.

Problema 2 - 20 Puntos

Considere un atomo de hidrogeno , el cual se somete a una perturbacién debida a un campo magnético
externo pequeno por un muy breve tiempo.

(a) (10 puntos) Calcule la correccion energética a primer orden debido al acoplamiento entre el campo

externo y el momento magnético orbita del electréon. Recuerde que la energia potencial asociada esta
dada por U = —i- B = B5—L., donde ji es el momento dipolar magnético. No es necesario que in-
cluya el campo magnético interno resultante del movimiento relativo del proton con respecto al electron.

(b) (5 puntos) Realice un diagrama sobre el cambio en los niveles de energia sin perturbacion y con pertur-

bacion.

SOLUCION:

(a) En virtud de la teoria cuantica no-relativista, debido a que tenemos una perturbaciéon en un dtomo de

hidrégeno debido a un campo magnético débil, podemos considerar la correccion energética a través del
efecto Zeeman en un campo magnético débil correspondiente un acople con el momento magnético
orbital del electron (despreciando el efecto del momento angular del spin), tal que, considerando que el
campo magnético uniforme tiene direccion Z, el Hamiltoniano perturbativo es

H’=U=—ﬁ-§=—<_€)(f-§)= B .

2me,

Asi, en virtud de las funciones de onda para el &tomo de hidrégeno, v, 1, m,), obtenemos que la correccion
energética es dada por

eB eB
Imy|L,|nl =
nlmy|Lynlmg) S

AE( 1my) = {nlmy|H'Inlmy )y = (mih) = ppmy B,

2Me
donde up = eh/2m. es el magneton de Bohr. Sin incluir los efectos de la estructura fina dentro de nuestra
correccién energética, tenemos que los niveles de energia del &tomo de hidrégeno estaran cuantizados
de la siguiente forma:

13,6 eV
Tl2

E(n,l,ml) = E((g?l’ml) + A-E(n,l,ml) = + ppmyB.

(b) Ver imagen:

3.

Problema 3 - 30 Puntos

Una particula se mueve sobre una circunferencia vertical de radio R. Despreciando los efectos de friccion,
pero tomando en cuenta la fuerza de gravedad, el Hamiltoniano del sistema es:

2
z

- 2m0R2

+ mopgR sin .

(a) (15 puntos) Determine las soluciones no perturbadas, asi como las correcciones a la energia a primer

orden.
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(b) (15 puntos) Determine la correccion de la energia a segundo orden.

Trate el término gravitatorio como una perturbaciéon.

Hints: 0, = \/%e”w, establezca la(s) condicion(es) de frontera apropiada(s) y evaltie en ¢ = 0y
=%
SOLUCION:

(a) Sin considerar el potencial gravitatorio dentro de la solucién no perturbada, nuestra particula se mueve

libremente sin fricciéon sobre la circunferencia de radio R debido a un angulo de referencia ¢, de manera
que la condiciéon de frontera nos dice que ¥ (¢) = ¥(p + 27). Los estados estacionarios se hallan por
medio de la ecuaciéon de Schrédinger independiente del tiempo con potencial nulo:

. L2 R d*y
HOy = E z —E - —— = B,
v v = 2moR? v V= 2moR? dp? v
en tanto que, en coordenadas esféricas, I:g = —hzdd—;. La solucién para esta ecuacion diferencial es dada

por

Y(z) = Ae™ + Bem % | = \/(2moR2)E/R2.

Luego, la condicién de frontera nos asegura que, para todo ¢,
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Aezkgpe%mk + Be—zkape—Qﬂ'zk _ Aezkcp + Be—zktp.

En particular, para ¢ = 0 se tiene que

Ae?™F 4 Bem?™F = A 4+ B,
y para ¢ = w/2k,

Aeiﬂ'/ZeZ‘n'ik+Be—i7r/2€—27rik :Aeiﬂ'/Q +Be—iﬂ'/2 —_ AeZﬂ'ik +Be—i‘n’e—27\'ik‘ :A+Be—i7r

Ae27‘rik _ Be—27rik = A— B,

de manera que se concluye por los dos resultados previos que

AP = A,

Para evitar soluciones triviales, consideramos que A # 0, de forma tal que €>™** = 1 implica que

2k = 2mn = k =n, donde n = 0,+1,+2, - (considerando el caso en que B # 0, se llega al mismo
resultado). Se concluye, entonces, que

Un(p) = Ae'™¥.

Luego, normalizando la funcién de onda, encontramos que

27 27 27
J [ (@) dp =1 = A2J |e”w|2dcp= 1 — AQJ (Ddp =1 = A%(27) =1
0 0 0

— A2 = € = A= L

s Vor'

y consecuentemente,

1 .
e, n=0,%£1,4+2,---.

Yn(p) = E )
Las energias del sistema estan cuantizadas de la siguiente forma:

h2n?

= =0,4+1,42,---.
n 2mOR2’ n ) =" ==

Ahora, considerando el término V' (p) = mogRsin ¢ como un potencial perturbativo, encontramos que,
a primer orden, la correcciéon energética estd dada por

1 . . ) mogR " |
ing ine — =
271_) (e%) (e ) (mogRsin ) dp o L sing dp = 0.

AEYD = |V (g)lny = fﬂ <

Asi, la energia de cada funcion de onda es, a primer orden, bajo este potencial perturbativo,

h2n?

E = E,+AE" = E, +(0) = DRy
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(b) La correccion energética a segundo orden esta dada por

AE® = % |<m|V(_902E|">|2.

m#n

Por un lado, calculamos que

ii(m(’TgR), (m—n)=4=+1

0, de otra manera,

R 27 .
iV ()l = TR [ e sin oy - {
™ Jo

de manera que se deduce que, para todo m # n,

2
mogR‘) , m=n+1

[((m|V (@) |my* = ( ?

, de otra manera.

Por tanto, llegamos a que

AE® _ mogR\ > 1 N 1 _ (mogR 2/ 9mgR? 11
" 2 E,—FE,_1 E,—E,11 2 h? 2n—1 2n+1

[ mogR 2 2mo R? 2 [ mogR 2 moR?
B 2 h2 dn2 —1) h dn2 —1)°

Asi, la energia de cada funcion de onda es, a segundo orden, bajo este potencial perturbativo,

h2n? mogR 2 moR? h2n? mogR 2 moR?
E, =E,+AEM+AE® = ——_1(0 0 = .
" AL, Ak 2moR2 +(0)+ h 4n? —1 2mo R2 + h 4n? —1

4. Problema 4 - 30 Puntos

Considere un atomo con un electron, el cual que se encuentra en un estado inicial |a >. El electron es sujeto
a una perturbacion senosoidal pequena, cuyo Hamiltoniato esta dado por H "= V (7)cos(wt). Encuentre la
probabilidad de transicion, a primer orden, de que el electron se encuentre un estado |b >. Asuma que la
base de vectores de estado es completa y que los vectores satisfacen la condicién de ortonormalidad. Asuma
que la frecuencia perturbadora, w, es cercana a la frecuencia de transicion wy, tal que wg +w » |wg — w|.

SOLUCION:

La amplitud de transicion, a primer orden, entre un estado inicial |1;) y un estado final |¢;) esta dada por

I
Cioy = by — 3 | CoslH (@) et
to

donde wyq es la frecuencia angular de transicion. Por tanto, la amplitud de transicion, a primer orden, entre
el estado inicial |a) y el estado final |b) es

. t i ;
=3 | Glv@eos)ayer ar = 5 [ o) (= coser) ) ar
0 0
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t

—1 . / 1 N e —’[,V b t . ’ . _ ’
- Vb (e’LWOt [ (ezwt +e iwt )]) dt/ _ a f (el(woJruJ)t + el(wo w)t ) dt’
oo ¢ 2 2n Jo

(—ze i(wo+w)t’ ) (_iei(wow)t' > ] t
+|— .
wo +w Wy — W 0

No obstante, como wp + w » |wp — w|, resulta posible despreciar el primer término de la integral, de manera
que

—iVap
2h

—iVip
C(l) ~ Wa
a—b ™~ 2%,

_igiwo—w)t' ] _ ,
_ ab (62(w07w)t _ 1)
wo—w | 2h (wo — w) '

Por tanto, la probabilidad de transicion, a primer orden, entre los estados |a) y |b) es

2 _ 2
P(l) _ C(l) _ ‘ t(wo—w)t 1)‘
a—b Qh( wo — OJ

a—b
Va ) 2
pilwo—w)t/2 <6i(w07w)t/2 B efi(wofw)t/2)‘
h wo — w)

(% ) [ v fu -
- (zwv—w)) (2ein {0 ‘“”3})2
- (ratg) o {013}

2
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UNIVERSIDAD DE LOS ANDES —- DEPARTAMENTO DE FiSICA
EXAMEN DE CONOCIMIENTOS - 2021-2 MECANICA ESTADISTICA Sobre 100 puntos

Instrucciones:

e  El examen tiene una duracion de 3:00 horas y se debe terminar a las 12:00 horas.

e  Usted debe responder todos los ejercicios a mano explicando claramente el procedimiento que sigue, de no ser asi no se dara puntaje.

e El examen se debe desarrollar manera individual. Usted no debe comunicarse con ninguno de sus compaiieros ni utilizar ningin documento,
libro o apuntes, diferente a las que se le estan asignando en el enunciado. Al final de este documento hay algunas férmulas que pueden ser
utiles para el desarrollo de este examen.

e Firmando el examen usted admite que entiende que omitir las reglas estipuladas para este examen sera considerado un abuso a la confianza
que se ha puesto en usted y tendra las consecuencias estipuladas en el reglamento general de estudiantes de doctorado de la Universidad.

1. (20 puntos) ENERGIA LIBRE DE HELMHOLTZ

Un sistema uniforme tiene N particulas en un volumen V. La energia libre de Helmholtz F esta dadapor F = E — TS,
donde E es la energia interna, 7 es la temperatura absoluta, y S es la entropia. Use la primera y segunda ley de la

termodinamica para demostrar:
0T V,N ? oV T,N’ ON TV

2. (20 puntos) PROBABILIDAD QUE UNA MOLECULA ESCAPE DE LA TIERRA

Las moléculas en atmosferas planetarias estan continuamente filtrandose en el espacio interestelar. La trayectoria de
cada molécula es un paseo aleatorio, con un tamafio de paso que crece con la altura a medida que el aire se vuelve mas
diluido. Consideremos un modelo crudo de un gas ideal para esta fuga, sin colisiones excepto con el suelo.
Consideremos la fuga de moléculas de oxigeno, que las simplificaremos como si fueran monoatémicas con masa
moz=2mo (es decir, ignoramos sus movimientos vibracionales y rotacionales, lo cual no es problematico ya que solo
consideraremos la trayectoria de su centro de masa). Asumiendo que la distribucion de probabilidad de su momento en
z esta dada por la distribucion de Maxwell-Boltzmann,

e —pZ/2mkgT

1
(P) = ——
PPz v 2mmkgT

a. Calcule la velocidad RMS vertical, \/{(v2) a partir de la distribuciéon de probabilidad de momento. Calcule el
valor numérico a T=300 K (orden de magnitud).

b. Siuna molécula comenzara a moverse en la superficie de la tierra con esta velocidad, hacia arriba, qué altura
maxima alcanzaria? Calcule el valor numérico (orden de magnitud).

c. Calcule la probabilidad que la molécula tenga una velocidad vertical mayor que la velocidad de escape de la
tierra (V,s.~10 km/s).

3. (30 puntos) PROPIEDADES TERMICAS DE AISLANTES PARAMAGNETICOS

Los aislante paramagnéticos permiten realizar un tipo de enfriamiento llamado “enfriamiento adiabatico con campo”,
el cual consiste en reducir la temperatura del solido, no a partir de extraer calor a través de reducir la energia cinética
de la red cristalina (fonones), sino a partir de un aumento del campo magnético aplicado (afectando la energia de los

momentos magnéticos directamente). Este tipo de enfriamiento es posible ya que la contribucion paramagnética de la



entropia de los solidos depende exclusivamente del la cantidad H/T, donde H es el campo externo y T la temperatura.
Ya que un enfriamiento adiabatico implica una entropia constante, H/T debe ser también constante, y por ende
aumentar el campo en cierta fraccion implica reducir la temperatura en la misma fraccion. Este tipo de técnicas son
ampliamente utilizadas para enfriar solidos en regimenes de temperaturas bajas (muy por debajo de la temperatura de
Debye del so6lido), generalmente para enfriar desde un orden de un par de Kelvin hasta mili-Kelvin. En este problema
ustedes van a demostrar todas estas afirmaciones, para comprobar que esta técnica, que suena magica, es real!

Para un conjunto de iones magnéticos no interactuantes y con un momento magnético neto J, el Hamiltoniano que
contribuye cada uno de esos iones (parte magnética), esta dado por H = ugu, gf - H, donde g = g(JLS) es el factor-g
efectivo, f es el momento magnético total, y Hesel campo externo (asuma que H=H 2).

a. Demuestre que la energia libre por ion paramagnético, F = — %ln (Z), donde Z es la funcion de particion de

un ion, tiene la forma F = %‘P(BH), donde f = 1/kgT y W(SH) se refiere a una funcion del producto SH, 6

H/T. (J: puede tomar valores de -J, -J+1,..., J-1, +J, sin embargo, no necesita desarrollar la suma explicita
sobre J; que trae consigo Z para hacer la demostracion de este punto).
, N d¥(BH) .,
b. Demuestre que la entropia por ion tiene la forma S = kp [—‘P(BH) + fH m] (recuerde la expresion para
la entropia del punto 1).

H%pox
T

. 1,,(ds ,
c. Muestre que el calor especifico a campo constante, cy = ;T (E) , esta dado por ¢y = , donde y es la
H

susceptibilidad de Curie que contribuye un ion paramagnético, y que esta relacionada con la energia libre por

. 1 9%F
10n COmMo Y = —Wm .
0

d. La susceptibilidad de Curie para un sistema de N iones paramagnéticos no interactuantes esta dada por y =
1N ~ +1 , . . ,
3y Ho (g/,LB)2 % Demuestre que el calor especifico a campo constante para este sistema de N iones esta

B

1N GuguoH)?
dado por cy = - kpJ(J + 1) (%)

e. Estimando la contribucion vibracional de la red cristalina al calor especifico segiin el modelo de Debye, ¢, =

3
N T o, o
234 v kg (@—) donde 0O es la temperatura de Debye, demuestre que la contribucion de la red cristalina al
D
calor especifico es menor que la contribucion de los momentos magnéticos de la red por debajo de una
](]+1))1/ > (gﬂBﬂoH
702 kg®p

mas efectivo para reducir la temperatura el reducir la energia asociada al magnetismo de los iones

paramagnéticos, que el reducir la asociada a las vibraciones de la red cristalina ©.

2/5
temperatura T, = ( ) 0p. Esto quiere decir, que para el régimen de bajas temperaturas es

4. (30 puntos) LA ESTADISTICA DE LOS FONONES

La energia potencial de cohesion entre iones de una red cristalina monoatomica 3D tiene una forma aproximadamente
cuadratica en los desplazamientos con respecto a las posiciones de equilibrio de cada uno de los iones de la red. Es
decir, la energia potencial tiene una forma armonica, y el modelo que describe a la red de iones vibrantes es el de N
osciladores armonicos acoplados, donde N es el nimero total de iones de la red, con 3N soluciones independientes, o
modos normales de vibracion. En la descripcion cuantica de este problema, el Hamiltoniano sera el de 3N osciladores
armonicos independientes, es decir,



3N
+ 1
H =H, +2(aiai +§>hwi
i=1

Donde aj y a; son los operadores creacion y aniquilacion, respectivamente, de un cuanto de excitacion del modo de

vibracioén normal i-ésimo, o un fonon del modo i-ésimo, y w; es la frecuencia de dicho modo. Los eigenvalores del
Hamiltoniano seran entonces:

1
& = (Tli + E) hcul-

Donde n; es el nimero de fonones en el modo i-€simo.

a.

Escriba la funcion de particion correspondiente al modo i-ésimo de este sistema. Simplifique su expresion
desarrollando la sumatoria, y encontrando una expresion analitica para la misma (recuerde la expresion para la
serie geométrica)

A partir de esta funcion de particion, calcule la energia promedio de cada modo i-ésimo de vibracion, a una
temperatura T.

De acuerdo a la expresion para la energia, determine el nimero promedio de fonones del modo i-ésimo a una
temperatura T.

De acuerdo a la expresion del punto ¢, qué tipo de estadistica siguen los fonones?
Calcule la contribucion al calor especifico del modo i-€simo.

En el régimen de altas temperaturas, el calor especifico del modo i-ésimo es el esperado? Tenga en cuenta la
Ley de Dulong-Petit (clasica), que predice un calor especifico de 3Nk para un solido con N atomos.
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