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PROBLEMA 1 (20 puntos): Condensador cilindrico Considere un condensador cilindrico
formado por un alambre de cobre de radio a y carga +(@) y rodeado por un cascarén cilindrico
concéntrico de radio ¢ y carga —(@). El espacio entre ellos estd parcialmente lleno de un dieléctrico
lineal con constante €, desde un radio b (con a < b < ¢) y hasta un radio c. Encuentre:

(a) (4 puntos) Los campos E v D para todo r.

(b) (6 puntos) La polarizacién P y las cargas de ligadura debido a la polarizacién en el
dieléctrico oy, v pp.

(c) (6 puntos) La capacitancia por unidad de longitud del cilindro.

(d) (4 puntos) El trabajo por unidad de longitud necesario para ensamblar el sistema.




SOLUCION:

(a) Comencemos calculando el campo D para todo r:
Para r < a tenemos conductor y las cargas libres encerradas son 0, por tanto D = 0. Para
a < r < c la carga encerrada es +() y por tanto:

Q

2mrl

D2rrl=Q — D =

para r > ¢ las cargas libres encerradas son 0, por tanto D =0.

0 r<a
D = 2Qlf a<r<c
™r
0 r>c
Para el campo eléctrico tenemos:
0 r<a
_ Q _p a<r<b
E = 2eo7rl
Q—f b<r<e
eo€rmrl
0 r>c

(b) Hay polarizacién en los puntos donde esté el dieléctrico (b < r < ¢):

—

P = eox.E = xe

3>

2¢, 7l

Las densidades de carga superficiales debido a la polarizacién del material se pueden encontrar
como:

I I R R
oy =P = 4A|b Xe el
P- an:C = Xe 2e,mcl r==¢c¢
Para las densidades volumétricas de cargas ligadas tenemos:
- - 10
=V.-P=-—(rPF)=0
pe ror (rF)

(c) Para encontrar la capacitancia por unidad de longitud es necesario calcular la diferencia de
potencial entre el conductor con la carga +@) y el conductor con carga —Q:

a_) . c_) . b Q o c Q .
V+Q—V_Q:V(a)—V(c):—/ E-dr:/E-dr: 7 dr+/—f dr
c a b

o 2€omrl . 2¢pe, 7l '

V=V(a)—V(c) = 2% (%m (g) +%1n (g))




Teniendo en cuenta que Q = C'V, podemos concluir que:
27l

(2w () +1m()

(d) El trabajo necesario para formar la configuracién es igual a la energia almacenada en el

condensador: Q> Q /1 b 1
C
W =e = (o (2) + em ()



PROBLEMA 2 (20 puntos): Bobinas de Helmholtz Suponga una espira circular de radio
R por la cual circula una corriente I como se muestra en la figura (a).

(a) (5 puntos) Calcule el campo magnético en un punto z sobre el eje de la espira.

(b) (1 punto) Suponga que usted requiere un campo magnético uniforme, diferente de 0, en
direccion z, para esto usa una segunda espira de corriente con las mismas dimensiones
geométricas como se ve en la figura (b). Indique la direccién de la corriente en esta
espira para obtener un campo homogéneo en medio de las dos espiras.

(c) (5 puntos) Si las dos espiras estédn separadas a una distancia d, cual es la magnitud y
direccion del campo magnético en un punto sobre el eje z.

(d) (7 puntos) Expanda la expresién del campo magnético obtenido en una serie de Taylor
alrededor de z = 0. Usando los primero tres términos de la expansion, encuentre la
relacién entre d y R tal que el campo sea constante entre las dos espiras.

(e) (2 puntos) ;Cudl es el valor del campo magnético en un punto sobre el eje z para este
caso?

(a) (b) Z

(> d




SOLUCION: (a) Para encontrar el campo magnetlco en un punto sobre el eje z usamos la Ley de

Biot-Savart en donde dl = RdY8, 3 =7 — 7 = zk — R¢ y con 2 = % podemos escribir:

= ool [dlx e opol /2” Rdf .
B— — Rk
4T / 22 4 (22 + R2)3/2 (27 + Rk)

teniendo en cuenta que # = cos0i + sin 7, y fo% sin0df = 0, fOQ” cos #df = 0, entonces solo queda

la componente en la direccién k:

. i 2m R I 2 R
5 o / Rdb pol R P

— RE) = 7027
A (22 + 32)3/2( ) 2(22 + R2)3/?

(b) Para que exista un campo homogéneo diferente de 0 , la corriente en las dos espiras debe ir en

la misma direccion. A(c) Suponiendo que la espira 1 estd en una posicién —d/2k y la espira 2 esta

en la posicién +d/2k, podemos escribir el campo magnético producidos por las dos espiras en un

punto sobre el eje z estan dados por:

. TR2 .
B, = Hol I 2

2((z +d/2)? + R?)3/2
, TR2 .
B, = pol R

(= — dj2)2 + RO)7
Usando el principio de superposicién tenemos:

s lR? 1 . 1 i
T (2= df22+ R T (2 + d/2)2 + R2)32

(c) Haciendo la expansién en series de Taylor y tomando los primeros 3 términos de la expansién

tenemos:
z O0’°B 22

=01l 022 |:=02!

B(2) = B(z o>+g—f

Veamos cada uno de los términos:

/LOIR2 |: 1 1 ,UOIRQ A:|

B(z=0) = 5 =

((d/2)% + R2)3/2 + ((d/2)2 + R2)3/2  ((d/2)? + R2)3/2
0B _ polR? ( 3) ( 2(z +d/2) N 2(d/2 — 2)(—1) ) :

9z 2 2) \(GrdRE+ Ry ([dj2 =27 + B2
o8| _,
E z2=0 a
PB| 31101 B2 52 /4 C 3ulR? )
o= @ @) = @ e

Reemplazando en la serie de Taylor tenemos:

pol B2 3uolR g 2
((d/2)* + R2)*2  ((d/2)* + R?)7/2 2"
5

B(z) =



Si queremos un campo magnético constante entre las dos espiras, el campo no debe depender de
z y por tanto, R = d. (d) En este caso, el campo magnético es:

_ fiol R? ~ Buol
B = (apr+ 277 ~ 5rys




PROBLEMA 3 (30 puntos) Ondas electromagnéticas en un conductor

(a)

(8 puntos) Suponga que la solucién para las ecuaciones de Maxwell en el vacio son
ondas planas, monocromaticas de frecuencia w, que se propagan en la direccién z tal
que

E(z,t) = Egexpi(kz — wt)

B(z,t) = Byexpi(kz — wt).

Encuentre la direccion y amplitud de o y B, tal que se satisfacen las ecuaciones de
Maxwell. Haga un dibujo en donde indique claramente la direccion de Ey, By v k.

(6 puntos) Explique el comportamiento de la onda electromagnética en el medio conduc-
tor. Para esto, suponga que la onda plana incide normal a la superficie del conductor. Si
el conductor es un medio lineal con permitividad eléctrica e, permeabilidad magnética
iy conductividad eléctrica o, podemos escribir las ecuaciones de Maxwell dentro del
material como:

V-E=0 V.-B=
. . 0B - = OE o
E=—— B = pe— E
V x BT V x ,ueat + po

(6 puntos) Suponga que el vector de onda dentro del conductor puede escribirse como

k + ik, en donde:
2
) m:ww/% 1—1-(1) —1]
2 €w

Escriba la ecuacion para el campo eléctrico y el campo magnético dentro del conductor.
.,Cémo cambian las amplitudes de los campos?

1/2 1/2

(5 puntos) Encuentre la distancia de penetracién a la cudl la amplitud de la onda se
ha reducido en un 99%. Suponga un conductor tal que la conductividad o << we.

(5 puntos) Suponga ahora que tiene un buen conductor (¢ >> we). Haga las aproxi-
maciones necesarias para demostrar que la longitud de profundidad es A/27w, en donde
A es la longitud de onda que se propaga en el conductor.

Clave V1 +a ~ 1+%oz, para a << 1



SOLUCION:

) Suponemos que la solucién a la ecuacién de onda son ondas planas de la forma

E(z,t) = Eyexpi(kz — wt)
B(z,t) = Byexpi(kz — wt).

Estas son ondas transversales que se propagan en la d1recc1on z por tanto Ey, = 0, By, = 0.
Boai + Boy J v que se satisfacen las ecuaciones

Supongamos entonces que Eo Eogcz +FEoyj y BO

de Maxwell tal que V x E = —2B tenemos:
—z‘EOy% + ikFopj = iwBoyi + iwBoy, ]

Igualando las componentes en x y las componentes en y tenemos

—k?EOy = LUBO$7 k?EQI = (UBOy
y por tanto:
k 1 k 1
BO;E = __EOy = E0y7 BOy = _EOx = _EOxa
w w c
Con esto podemos concluir que el campo eléctrico y el campo magnetlco son ortogonales entre si
y ortogonales al vector de onda k. En general, Bo=ExE,= lk x Eg.
b) Veamos la ecuacién de onda que se satisface en los conductores para eso
- - = 0= = O’FE oF
VX(VXE)=—=—VXB=—ue—— o—
( )= R Y
A partir de identidades vectoriales tenemos:
O’E oF

V? = je—— + po—
~ M T
la cudl corresponde a una ecuacién de onda amortiguada. Se espera que en el medio conductor la

amplitud de la onda disminuya. 3
) Si el vector de onda puede escribirse en forma compleja k = k + ik, la onda electromagnética

es entonces
Eyexp(—rz)expi(kz — wt)

E(z, t) = E, expi((k + ir)z) exp(—iwt) =

Para el campo magnético tenemos:

k R
By = — x Ey = — X Egexp(—kz)expi(kz — wt)
w Cw
= k2 + K2, y por

Todo nimero complejo se puede escribir como k = k + ik = K exp(i¢) con K

tanto,
KE
By = O exp(ie) exp(—rz) expi(kz — wt)
8



y por tanto la amplitud de la componente magnética de la onda decrece exponencialmente y esta
retrasada por una fase ¢ con respecto a la componente del campo eléctrico.

d) La distancia de penetracién de la onda se define como d = 1/k. Para esta distancia la amplitud
de la onda se ha reducido a Ey/e = 0.368Ey. Si queremos que la amplitud de la onda se reduzca
en un 99%, se deben recorrer 5 veces la distancia de penetracién (5d). Para buenos conductores
podemos hacer la aproximacién o = (£)2 y por tanto v/1 + a = 1+%a. Usando esta aproximacion
podemos escribir la profundidad de penetracién como:

1 1 1
d:—_ pu—

1
Koow LWV14+a—1]1/2 ww/%w/a/Q_w eug_a 1

e) Si tenemos un buen conductor tenemos que o >> we y por tanto:

1 2 1 2 e

5 1/2
1+ (Z2) 21| ~(2)
€w €w
y por tanto:
I 27
R = = —
A



PROBLEMA 4 (30 puntos): Considere un plano conductor que se mueve con una velocidad
U = vyt con respecto a un sistema de referencia S como se muestra en la figura. En este sistema
de referencia, el conductor tiene una distribucion superficial de carga o. Una particula con carga

Q que se mueve con una velocidad @ = 2uy: con respecto a S, paralela al plano a una distancia
d<< L, H.

(a) (20 puntos) Encuentre los campos eléctricos y magnéticos que produce el plano cargado
en el sistema de referencia S, en el sistema de referencia propio del plano de carga S,
y en el sistema de referencia propio de la carga @, S”.

(b) (10 puntos) Encuentre la fuerza que siente la carga @ en cada uno de los sistemas de
referencia.

®

10



SOLUCION:
Para calcular la forma como se transforman los campos comenzamos en el sistema propio del
plano, S’. En este sistema la densidad de carga es oy (densidad de carga propia del plano). En S’
tenemos tnicamente el campo eléctrico debido a la densidad de carga:

oo ~

E =FE =0 B ==
v z ’ Y 260]

Como no hay corrientes eléctricas no existen los campos magnéticos:
! ! !
B,=B,=B,=0

Con respecto a S’ el sistema S se mueve con velocidad —v sobre el eje x. Entonces, para calcular
los campos eléctricos y magnéticos en S, transformamos los campos de S’ usando las leyes de
transformacién:

E,=0E, =0, E, = y(v)E, = y(v) -~
260

vV Oy

B, =B, =0, B, = ~(v)2 20

v 7<U)C2 260

Supongamos el sistema de referencia S” que se mueve con una velocidad +wi con respecto al
sistema de referencia S. En este sistema de referencia la carga () se encuentra en reposo. Podemos
transformar los campos calculados en S usando las reglas de transformacion.

E'—E"—0 E'— %0 Yoo\ _ ﬂ(l_%>

=L =0, y =W (7( )2 ” wv(v)cz 20 v(w)’y(v)260 >

B"—=B'—0 B — v o woo ) _ %0 <£_E>
. =B, =0, 7 =7(w) (7(@)02 2l (V) 2l Y(w)y(v) @~ @

b) Para encontrar la fuerza que siente la carga @) en cada sistema de referencia usamos la fuerza
de Lorentz F' = q(E + @ x B).

En el sistema de referencia propio del plano, S’, el campo magnético es 0 y por tanto:

— . qO-O/\

F' = q(E' B =
q(E' 47" x B') 2%,

En el sistema de referencia .S, la carga ¢ se mueve con velocidad @ y por tanto la fuerza que siente
es:
— — . — 0 ~ o v 0 0-0 vw “
F=q(E+wxB)= v) | — wi X S-—2| = v—(l——)
(0 B) = ) (5254w x 5205) = o) (125
En el sistema de referencia propio de la particula cargada, S”, la velocidad de la particula es 0 y
por tanto la fuerza es:

F'= " = pyon(w) o> (1- %) j

2€0 c?
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Foéormulas generales

Expansién de una funcién en series de Taylor:

f'(a) J"(a)
f@) = fla) + P — @)+ P —
Tensor de transformacién de Lorentz
v =B 00
w_ | =8 v 00
Ay = 0 0 10
0 0 01

Tensor de campo electromagnético

0 E,/c E,/c E,/c
—FE./c 0 B, -B,
_E,Jc -B. 0 B,
~E.Je B, -B, 0

Transformacion de campos eléctricos y magnéticos.

P =

E,=E, E,=~(E,-vB.), E.=~(E.+vB,)

B, =B,, B,=~(B,+ zE.), B,=~(B.—

z

Adicién de velocidades:

o U F Uy
t1F uv, /2
uv
y(ut) = (W) (AF )

Identidades vectoriales

ot. Ot. Ot-
= Ovy  Ov, Ov,
N T WAL

T i (%Z_% iy va_avz . %_avx
v oy 0z ! 0z ox J ox oy

Derivadas vectoriales en coordenadas esféricas:

vie My 10y L O
B 87“r r 00 rsinf 0¢

12

=)

)12:



- 1 0 9 1 0 . 1 8U¢
o= - ¥ 0 Y
vy r2 8T(T or) + rsin@@Q(Sln vp) + rsinf ¢
- 1 0 Ovy 11 1 v, 0O ~ 110
o 9 . Oy 11 o il 2
vy 7 sin 0 86<Sm9v¢) 8¢} T LinG 09 8r<rv¢)] * r [87“
Derivadas vectoriales en coordenadas cilindricas:
ot 10t~ Ot-
= —5+—-—— —k
vt 3SS+ s 0¢ * 0z
- _, 10 10v,  Ov,
VT lm Wt (9t e
v,

b+~

S

i [lavz_%]§+{8vs_ﬁvz} ~ 1 [8

0z 0s
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PROBLEMA 1: TRANSFERENCIA ORBITAL DE HOHMANN.

Un satélite espacial se encuentra orbitando alrededor de la tierra en una oOrbita circular de tres
veces el radio terrestre (3Rr). Se desea transferir el satélite a una orbita circular méas lejana, de
radio 6 R7. Una forma eficiente, dado el minimo consumo de energia, para hacer la transferencia
orbital es usar una érbita semi-eliptica (conocida como la érbita de transferencia de Hohmann),

como indica la figura.

A) (4 puntos) Determine la velocidad que tiene el satélite en la dérbita circular de radio 3Ry y

la velocidad en la érbita circular de radio 6 Rr.

B) (8 puntos) Considere ahora que el satélite se mueve en la drbita eliptica indicada en la figura.
Use leyes de conservacién para hallar las velocidades del satélite en los puntos A y B de la

orbita eliptica.



C) (4 puntos) Determine los cambios de velocidad que el satélite requiere para hacer la trans-

ferencia de orbitas en los puntos A y B indicados en la figura.

D) (4 puntos) Determine el minimo gasto de energia para hacer la transferencia del satélite

desde la orbita circular de radio 3Rt a la drbita circular de radio 6 Ry.



SOLUCION

A) Usamos la segunda ley de Newton para la orbita circular de radio 3Rp:

GMsMT . MSU% (1)
(BRT)Q 3RT

Donde Mg es la masa del satélite y My la masa de la tierra. Despejando:

GMr
= 2
U1 3R, (2)
La velocidad para la orbita con radio 6 Ry es:
G My
= 3
U2 6Ry ( )

B) Dado que la fuerza gravitacional es central, entonces hay conservacién de momento angular:
Ms’UA(BRT) = MSUB(6RT) = vy = 2vup (4)

También hay conservacién de energia mecéanica:

GMrMg 1 ) GMrMs 1 2
TS L M = — TS L Ty 5
SRy g8t 6Ry | 2s¥a (5)
Simplificando:
GMrp
vy — vy = 6
A B 3RT ( )

Reemplazando la ecuaciéon 5 en la ecuacion 6:

oL fGMy 2 [GMy 0
B=3V R, 3V Ry

C) En el punto A se requiere transferir de la érbita circular a la semi-eliptica, en este caso el

satélite debe aumentar la velocidad en la siguiente cantidad:

o 2 GMT_\/GMT_\/GMT 2 -
AT AT =N TR, 3R:  V 3Rr \\3

En el punto B se requiere transferir de la orbita semi-eliptica a la orbita circular, por lo que se

requiere que su cambio de velocidad sea:

I GMT_E\/GMT_\/GMT 2
VB =2 = A SRy T3V Ry V 6Rs 3

~
Ne)
~—



D) El minimo gasto de energia para hacer la transferencia de érbita debe ser la diferencia de

energia en la orbita circular final y de la érbita circular inicial:

GMrMs 1. GMrMs 1.
AE = — 22T | Sy - (TS L 2y 10
Ry 2% ( 3R, 2 (10)
Simplificando:
GMrMs 1. ., o GMpMs 1. (GMy GMp\ GMpMs
A = —= —M — e —M _ — 11
6, taMslr—u) = —gp =+ oMs | Gp 3R, R,
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PROBLEMA 2: PENDULO SOBRE CARRO EN MOVIMIENTO.
El carro de masa M, mostrado en la figura, se desliza sin rozamiento sobre una superficie horizon-
tal. De la parte superior del carro cuelga un péndulo simple, que consiste de una cuerda ideal de

longitud L y con una masa m atada a su extremo.

A) (2 puntos) Encuentre un conjunto apropiado de coordenadas generalizadas para este sistema
y escriba las coordenadas del carro y del péndulo en términos de ellas.

B) (3 puntos) Encuentre la energia potencial del sistema
C) (6 puntos) Encuentre la energia cinética del sistema
D) (1 punto) Encuentre el Lagrangiano que describe la dindmica de este sistema

E) (8 puntos) Use las ecuaciones de Euler-Lagrange para hallar las ecuaciones de movimiento.



SOLUCION
A) Usamos dos coordenadas generalizadas (ver figura):

e coordenada x: Posicién horizontal donde esta sujetado el péndulo, medido desde un punto
fijo.

e coordenada 6: Angulo de oscilacion del péndulo con respecto a la vertical.

Dados que todos los puntos del carro e mueven con la misma velocidad, podemos entonces definir
la posicion horizontal del carro con la coordenada x. Las posiciones horizontal y vertical del
péndulo son:

z, =x+ Lsent ; 1y, = —Lcost (12)

B) Tomando como referencia el punto de soporte del péndulo y asumiendo que el centro de masa
del carro esta a una altura h por debajo de este punto, entonces la energia potencial del sistema

es:
U = —Mgh — mgLcost (13)

C) La energia cinética del sistema es:

1. 1 . .
K = EMﬁ + 3™ (&2 +92) (14)
Donde
i, = a4 Lcos#f ; 4, = Lcostf (15)

Reemplazando y simplificando obtenemos:
Lo 1 o 1 g Ny
K = iMx + gmd + émL 0% + mLcosfi6 (16)

C) El lagrangiano que describe la dindmica de este sistema es:

1 1 1 . .
L=K-U= §M:ic2 + §mx'2 + §mL292 + mLcos0i0 + mglcosd + Mgh (17)



D) Aplicamos las ecuaciones de Euler-Lagrange para cada una de las coordenadas:

oL oL .
%:O ; %:(M—l—m)j%l—mLcos@@
Entonces:

(M +m) & 4+ mLcoshf = constante

También podemos escribir:
d L L . )
— 6— _3_20 = (M +m) i+ mLcosf) — mLsenff* = 0
dt \ 0t

Hacemos lo mismo para la coordenada 6:

oL
00

— —mULsenfi0 — mgLsen 2% = mL20 + mLcosOi

Entonces:

d (0L OL .
Rl (dl I i L =
o (89) 20 0 = Zcost + LO + gsenf =0

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)
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PROBLEMA 3: ORBITAS DE HIGGS

Una particula se mueve bajo la influencia de un potencial central dado por:
V(r) = —pr? + 2%t (23)

Donde i y A son pardametros reales positivos.
En el contexto de teoria cuantica de campos r es reemplazado por un campo complejo escalar,
que corresponde al campo de Higgs. En el contexto de mecénica clasica estudiamos el movimiento

para una particula sometida a este campo central.
A) (2 puntos) Dibuje el potencial central en funcién de la distancia radial r y verifique si este
potencial tiene un minimo, en tal caso halle la posicién del minimo.
B) ( 12 puntos) Encuentre la ecuacién de movimiento radial para la particula.

C) (6 puntos) Que condicién debe cumplir la coordenada radial, en términos de p y A, para que

las orbitas circulares en las que se mueve la particula sean estables.

D) (10 puntos) Determine la frecuencia para pequenas oscilaciones, al considerar una pertur-
bacién de la coordenada radial de la particula alrededor de su trayectoria circular.



SOLUCION

A) Cuando r — oo V(r) — oo, cuando r — 0 V(r) — 0, pero el término r* tiende a cero m4s
répido que el término 72, entonces V(1) es negativo antes de volverse cero. Entonces debe existir
un minimo del potencial. Calculamos ese minimo:

av

=0=-2r4+4\r* =0 = r =
dr

i
Jor (24)
Note que la derivada del potencial se hace cero para r = 0, pero la segunda derivada es negativa en
r = 0, entonces hay un maximo local en » = 0. Un bosquejo del potencial central es mostrado en
la figura de abajo, donde se muestra la dependencia con respecto a la coordenada radial, dado que
hay simetria azimutal, si incluyéramos un tercer eje con el angulo azimutal, en tres dimensiones

tendriamos un potencial estilo sombreo mexicano.

V(r)

B) El Lagrangiano para la particula en el potencial central indicado es:

1 .
L=gm (7‘02 + r202) + 12r% — N2 (25)
Usamos las ecuaciones de Euler-Lagrange:
oL d (0L
g~ " dt(af) mr (26)
oL .
— = mr® + 2u°r — AN*? (27)
or
Entonces: 4 /oL oL
7 (E) 5 = 0 = mit = mrf® + 2ur — A\H° (28)
Dado que es un potencial central, entonces el momento angular ¢ es una constante del movimiento:
o o Y2
C=mrd = 0 = (29)
La ecuacién de movimiento para la coordenada radial la podemos escribir como:
.. ¢ 2 2.3
mi = — + 2u°r — 4\°r (30)

mr3

9



C) Para orbitas circulares i = 0, reemplazando en la ecuacién de movimiento obtenemos:

£2
— = —2p%r + 4\%r? (31)
mr
El lado izquierdo de esta ecuacién es una cantidad positiva, esto impone la restriccion sobre el

lado derecho:
i
2P + AN >0 = > —— 32
VoA (32)
Es decir, la particula se puede mover en orbitas circulares estables siempre y cuando el radio del
orbita sea mayor a la distancia a la cual el potencial es un minimo.
D) Producimos una perturbacién a la orbita circular: » — r 4+ € y reemplazamos en la ecuacién

de movimiento: )
14

mé = —————— +20% (r +€) — 4\ (r + ¢)’ (33)
m(r + €)
Expandimos a primer orden en e:
? 3 3
mé = — <1 - —6> + 207 (r +€) — 4X*r? (1 + —6) (34)
mr r r

Usamos la relacién 31 y simplificamos:
e+ (24N°r* = 8p%) e =0 (35)
Esta ultima ecuacién corresponde a movimiento armonico simple si:

2UNY? g2 >0 = 7> 36
V3A (36)
Pero como solo hay orbitas circulares bajo la condicién r > ﬁ, entonces la perturbacion a la

orbita circular produce un movimiento armoénico simple alrededor de la coordenada radial de la

orbita. La frecuencia de oscilacidon es:

w = /24212 — 82 (37)

Donde 7 es el radio de la orbita circular.
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PROBLEMA 4: EFECTO DE CORIOLIS.

Si soltamos una particula de masa m desde una posicién vertical H por encima de un punto sobre
la superficie terrestre, la particula caera en un punto diferente cuando llegue a la tierra. Esto se
debe al movimiento rotacional terrestre alrededor de su eje con velocidad angular w. En este prob-
lema queremos hallar la deflexién horizontal, sobre la superficie terrestre, causada por la fuerza
de Coriolis sobre una particula en caida libre desde una altura H, sobre la superficie de la tierra,
donde despreciamos cualquier efecto del viento. Asumimos que la particula es soltada desde una
posicién en el hemisferio norte a una latitud A (como indica la figura), y que la altura de caida
H es lo suficientemente pequena tal que la aceleracién de la gravedad se mantiene practicamente
constante. La aceleracién de la gravedad ¢ que se mide sobre la superficie de la tierra tiene en

cuenta el efecto de la aceleracién centripeta terrestre.

A) (4 puntos) Determine el vector de velocidad angular terrestre en el sistema de coordenadas
mostrado en la figura. Con la coordenada vertical Z apuntando en direccién opuesta a la
aceleracién de la gravedad ¢, la coordenada ¢ apuntando en direccién este y & apuntando

en direccion sur.

11



B) (10 puntos) Asuma que la velocidad sobre el eje Z es dominante y que las otras componentes
de la velocidad son despreciables, y encuentre el vector de aceleracion de la particula medida

por una persona en la superficie terrestre.

C) (10 puntos) halle las funciones que indican como varia cada coordenada de la particula en

funcién del tiempo.

D) (6 puntos) Determine la deflexion horizontal que sufre la particula en términos de la velocidad
angular w de la tierra, la aceleracion de la gravedad g medida en la superficie terrestre, de

la altura H y latitud A a la que la particula es soltada.

NOTA: Recuerde que la transformacién de la aceleracién entre un sistema con coordenadas fijas

y un sistema con coordenadas que rotan respecto al primero se puede escribir como:

(a>>fija = (a))rotante + a}) X ? + w X Z}) X ? + 23 X (U)rotante

12



SOLUCION
A) La figura muestra el sistema de coordenadas en una posicién en el hemisferio norte a una
latitud A.

El vector angular w que va en direccién del eje terrestre, se descompone en este sistema de
coordenadas indicado como:

W = —wcosAT + wsenAZ (38)
B) La aceleracién de la particula medida por una persona en la tierra es:

(a))rotante = (a))fija o w X ? - E'—J X @) X ? - 23 X (_?—}))rotante (39)

La velocidad angular de la tierra es constante en el tiempo, por lo que el término & x 7 no
contribuye. La aceleraciéon para un sistema fijo sin rotacién se debe exclusivamente al efecto de la

fuerza gravitacional:

—7 (40)

La aceleracion gravitacional efectiva que se mide en la tierra se debe a la fuerza gravitacional en

superposicion con la fuerza centrifuga:
Ez(ﬁ)ﬂja—ﬁxw’x? (41)

El efecto de la fuerza de Coriolis sobre la aceleracion de la particula, medida por un observador

en la superficie terrestre, se puede cuantificar entonces como:

=79 -20x7 (42)
Donde § = —¢gZ2 es la aceleracién de la gravedad medida por el observador en la superficie
terrestre, por lo que lleva la correccién de la fuerza centrifuga, y el término con el producto cruz
corresponde a la aceleracién de Coriolis. Como el cuerpo es soltado en caida libre, podemos hacer

la aproximacion que sus componentes de velocidad son:

i =0 (43)
y = 0 (44)
= —gt (45)

De acuerdo a esto, podemos evaluar el producto cruz en la aceleraciéon de Coriolis:

G X U =|-wcos\A 0 wsen)| = —wcosAgty (46)
0 0 —gt

13



Entonces, el vector aceleracion de la particula es:

@ = —g% + 2wcosAgti (47)
C) La ecuacién Z = —g, con velocidad inicial igual a cero (2(0) = 0) y posicién inicial z(0) = H,
conduce a la ecuaciéon de posicién:
1
z(t)=H — 59152 (48)

Para la coordenada y tenemos la ecuacion diferencial:
i = 2wcosAgt (49)

Donde la posicién y velocidad inicial en y son cero (y(0) = 0, ¢(0) = 0. Integrando dos veces
obtenemos: .
y(t) = gwcos)\gt?’ (50)

D) Como la particula la soltamos desde el reposo y desde una altura H, entonces el tiempo que

le toma llegar al suelo lo encontramos evaluando z(t) = 0, obteniendo:

2H
s (51)

Louelo =

Reemplazando en la ecuacion de la coordenada y, obtenemos la deflexién horizontal que sufre la

trayectoria de la particula:

1 20\
d= y(tvuelo) = g&)COS)\ (7) (52)
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PROBLEMA 1 (20 puntos). Medicién de un estado cuéntico.

Considere un sistema fisico en el estado |¢)). Medir dicho estado significa determinar las amplitudes
de probabilidad asociadas a la representacién de [¢)) en una base especifica. Si por ejemplo se
tiene un haz de fotones en el estado de polarizacion

V) = culH) + cv|V), (1)

con |H) y |V) denotando polarizacién horizontal y vertical, respectivamente, medir [¢) significa
determinar cy y ¢y univocamente.

(a) (4 puntos) El estado |¢) puede escribirse de tal forma que aparezcan de manera
explicita la magnitud y la fase de las amplitudes de probabilidad. Definiendo

ci = ae'’H cy = be'?v (2)
y tomando ¢y = 0y ¢y = ¢, demuestre que el estado |1)) puede escribirse como
) = alH) + be| V). (3)
. Es la escogencia ¢y = 0 razonable? Explique su respuesta.

(b) (8 puntos) A partir de la ecuacién. 3 es claro que se necesitan tres valores reales, a, b
y ¢ para determinar el estado |¢).

i. (4 puntos) Para determinar a y b, en el caso de los fotones, se utiliza un analizador
de polarizacion que llamaremos PApyy . Este aparato es capaz de distinguir entre
los estados

H) y V), (4)

ya que registra +1 cuando el fotén tiene polarizacién horizontal y —1 cuando tiene
polarizacién vertical. Calcule la probabilidad de obtener +1, pyv(+1][1)), v la
probabilidad de obtener —1, pgyv(—1|[¢)), al utilizar el aparato PAgy para medir
|1). ;Por qué se pueden entonces determinar a and b?

1



ii. (2 puntos) Para determinar ¢, se utiliza ademés de PApgy otro aparato que
denotaremos por PAys; el cual permite distinguir entre los estados

1 1

V2 V2

De manera andloga a PAgy, PAys registra +1 cuando el fotén estd en el estado
|D) y registra —1 cuando el fotén esta en el estado |A). Calcule la probabilidad de
obtener +1, pys(+1||¢0)), v la probabilidad de obtener —1, pys(—1][1)), al utilizar
el aparato PAy; para medir [¢).

D) (1) +1V)) |4) (1) = [V)). (5)

iii. (2 puntos) Explique como el utilizar PAgy y PAys permite determinar ¢ aunque
no sea de manera univoca.

(¢) (4 puntos) Para determinar ¢ de manera univoca, se utiliza otro aparato, analogo a
PAgy y PAys, que es capaz de distinguir entre los estados
1 1
V2 V2
Este aparato, denotado por PA, registra +1 al medir fotones con polarizacion circular
derecha, |R), y registra —1 al medir fotones con polarizacién circular izquierda, |L).

i. (2 puntos) Calcule la probabilidad de obtener +1, p.(+1|[¢))), ¥ la probabilidad
de obtener —1, p.(—1]||1)), al utilizar el aparato PA. para medir [¢).

|R) (IH) +1V)) L) ([H) —[V)). (6)

ii. (2 puntos)Explique por qué el uso de PAyy, PAss y PA. permite conocer ¢
univocamente y por lo tanto el estado |¢).

(d) (4 puntos) Considere la situacién en que se realizan medidas de polarizacién, con los
tres aparatos descritos anteriormente, sobre varios sistemas preparados en el mismo
estado. Los resultados de las mediciones son tales que

par (+11) = 5 pis+119)) = 093 -1 =7 ()

icudl es el estado de polarizaciéon del sistema?
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PROBLEMA 2. (30 puntos) Evolucién temporal de un estado: resonancia magnética
nuclear

Considere una particula con espin y por lo tanto con un momento magnético, ji. Esta particula
se encuentra inicialmente en el estado (¢t = 0)) = |4)., un estado propio del operador de espin
en la direccion z. Posteriormente, se enciende un campo magnético, B. Este campo tiene una
componente constante en direccién Z y una componente que oscila en el tiempo, con frecuencia w,
en direccion Z :

B, =B B, = Blcos(wt), (8)
con BY y BY constantes.

El objetivo de este ejercicio es encontrar el estado de la particula después de un cierto tiempo t y
a partir de este resultado, explicar la fisica detrds del fenémeno de resonancia magnética niclear.
Para esto siga los siguientes pasos:

(a) (10 puntos) Empiece considerando el hamiltoniano de interaccién de la particula con
el campo magnético.

i. (5 puntos) Demuestre que este hamiltoniano de interaccién puede escribirse como
Hp = =005, — 01.5,Cos(wt), (9)

donde Qy = vBY y Q; = vBY son las correspondientes frecuencias de Larmor, v es
la razon giromagnetica y S; son componentes del operador de espin.

ii. (5 puntos) Escriba H; en representacién matricial usando la base |+).,|—). de
vectores propios de S.. Al realizar esto se debe encontrar que los términos asociados
a la componente de B que es constante aparecen tinicamente en la diagonal mientras
que los términos asociados a la componente del campo magnético que varia con
el tiempo aparecen en los elementos fuera de la diagonal. ;Qué fisica revela este

hecho?

(b) (10 puntos) Considere el estado de la particula en el tiempo t,
[0() = a(t)[+)= + b)) (10)

Las funciones a(t) y b(t) pueden escribirse como

a(t) = c(t)e"!/? b(t) = d(t)e %2, (11)



con ¢(t) y d(t) funciones arbitrarias de ¢ y por lo tanto no comprometen la generalidad
del estado.

Al resolver la ecuacion de Schrodinger y considerar lo que se llama la aproximacion de
onda rotante, se encuentra que

o
ct) = —Q—;emft + Q—;e"“ft
d(t) = ie_z(w QO)t[—zw’ w- et g :Lew g (12)
1 Qg Op )
con
(w—10Q) £ Qg o

Qp = \/(w = o) + ()% (13)

W+ = 9

i. (5 puntos) Demuestre que en este caso la probabilidad, P_y_(t), de que después
de un tiempo ¢, la particula esté en el estado |—), estd dada por

Py (1) = Pras (@) 51— cos(521)], (14)

con

4f(w — Q)* — QFJ?
pmax(w =
) 20

(15)

ii. (5 puntos) Realice una grafica de Py _(t) y dé una interpretacion fisica de ella.

(¢) (10 puntos) Fisica detrds del fenémeno de resonancia magnética nuclear.

i. (5 puntos) Utilizando la definicién de Qg, reescriba pyq.(w) como

o = (3) o

2

y realice una gréfica de pyq.(w).

ii. (5 puntos) Explique como se entiende el hecho de que por medio de la resonancia
magnética nuclear se pueden identificar distintos tipos de atomos en una muestra.

4



Universidad de

los Andes

Doctorado en Ciencias - Fisica
Examen de Conocimientos - 2020 - 2
Mecanica Cuantica
PROBLEMA 3. (30 puntos) Momento angular y teoria de perturbaciones: acoplamiento
espin-orbita en el &tomo de hidrogeno .

En este ejercicio se calculard la separacién energética que aparece por el acoplamiento espin-obita
en el atomo de hidrogeno. Para esto seguiremos los siguientes pasos:

(a) (4 puntos) Sin realizar ningtin célculo, identifique los nimeros cudnticos apropiados
para caracterizar la energia y los estados propios del atomo de hidrogeno antes de
considerar el acoplamiento entre el momento angular orbital y de espin. Es decir, antes
de tener en cuenta la estructura fina y la estructura hiperfina.

(b) (10 puntos) Al considerar el &tomo de hidrogeno, en el marco propio del electrén, este
ve un movimiento del nicleo que genera un campo magnético dado por

o — o€ 7
B(r) = 47TTngL, (17)

con jio la permeabilidad del vacio, e la carga del electrén, mgy la masa en reposo del

electrén y L el momento angular orbital del electron. El operador campo magnético, B
puede obtenerse al reemplazar el momento angular L por el correspondiente operador

L
i. (6 puntos) Teniendo en cuenta lo anterior, demuestre que el hamiltoniano de

interaccién, asociado unicamente al acoplamiento espin-orbita, puede escribirse
como

~ 62M0 AR AN
H = 987rm3r35 L, (18)

con el factor g del electrén que cumple ji = g ( < ) S.

2myo

ii. (4 puntos) Explique brevemente en palabras porque el operador B puede obten-

erse al sustituir por el correspondiente operador L.



()

(10 puntos) H; esté en realidad dado por

N 1 62,U0 AN
Hy = |- S-L 19
! (2) g87rm(2)7"3 ’ (19)

donde el factor de 1/2 es introducido al considerar la correccién relativista conocida
como la correccién de Thomas. Considerando este hamiltoniano corregido y el hecho

que g ~ 2, demuestre que, usando teoria de perturbaciones, la correccion a la energia
a primer orden debida al acoplamiento espin-orbita esta dada por

W _ (po\ 1[G+ -0 +1) - 3/4] (20)
mogl 8mmZ ) 2n3a} I(1+1/2)(1 +1)

Tenga en cuenta la base mas apropiada para trabajar con el termino de acople y ademés
note que

1

(I+1/2)(1 + 1)n3a}’ (21)

. 1 .
<n;]7mj;laml;Samslﬁ‘n;jamj;l7ml;87ms> - I

con ag el radio de Bohr.

(6 puntos) Calcule, en términos de E,SO),mO y ¢, el desdoblamiento energético del

estado 3P del atomo de hidrogeno debido al acoplamiento espin-orbita. Para esto note
que

( e ) 1 — (E7(LO))2L (22)

8rm? ) 2n3a} moc?’

con BV 1a energia del nivel n sin perturbar.
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PROBLEMA 4. (20 puntos) Particulas idénticas

Considere un sisitema fisico compuesto por tres particulas idénticas. Se consideran tinicamente
tres estados para las particulas individuales, |¢), |x) v |w). Suponga que una de las particulas
estd en el estado |@), otra en |y) y la ultima en el estado |w). Cada uno de estos estados estd
normalizado y entre ellos son ortogonales.

En este ejercicio se construira el estado asociado al sistema fisico en cuestién para cada uno de
los siguientes casos:

(a) (8 puntos) cuando los tres estados individuales son diferentes entre ellos
i. (3 puntos) y las particulas son bosones
ii. (3 puntos) y las particulas son fermiones

iii. (2 puntos) Comente sobre las diferencias fisicas entre el caso de bosones y el caso
de fermiones.

(b) (6 puntos) Cuando |¢)=]|x) y sige siendo ortogonal a |w)

i. (2 puntos) vy las particulas son bosones
ii. (2 puntos) y las particulas son fermiones

iii. (2 puntos) Comente sobre las diferencias fisicas entre el caso de bosones y el caso
de fermiones.

(¢) (6 puntos) cuando los tres estados individuales son iguales

i. (2 puntos) vy las particulas son bosones
ii. (2 puntos) vy las particulas son fermiones

iii. (2 puntos) Comente sobre las diferencias fisicas entre el caso de bosones y el caso
de fermiones.
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INFORMACION UTIL

1. Energia del atomo de hidrogeno en el modelo de Bohr:

4

gO __emy
" (4eq)?h?2n2
Radio de Bohr
Amegh?
ag = .
moe?

Angulo  Sin Cos

0 0 1
7/6 /2 0.86
/4 V2/2 V2/2
/3 086 1/2
/2 1 0

m 0 -1

2. Oscilador armonico, operadores escalera

an>=+vnn—1> 'y dln>=+vn+ln+1>

Y (6,0) = (1) \/ I e cost)

Ylm(ﬂ- - 07 w+ 7T> - (_1)lylm (07 SO)

(23)

(24)



4. Para los operadores de momento angular J:

T\ Jymy >= j(j + 1|, m; >

JilJymy >= 05 +1) —m(m +1)|J,m; +1 >

J_|Jymy >=h\/5( + 1) —m(m — 1)|J,m; — 1 >
[j+> jz] = —hj+
[J_,J.] = —hJ_
5. Matrices de Pauli
. (01 . (0 —i . (1 0
2=\ 10) %" \i 0 » %27 o0 —1

6. Operador simetrizador

o 1 A
Operador antisimetrizador
o 1 ~
A == mEaeaPa. (29)

En las expresiones de S y fl, N es el nimero de particulas del sistema y P, es el operador
de permutacion. e, puede tomar los valores +1 o —1 dependiendo de si la permutacién es
par (+1) o impar (—1).

7. Teoria de perturbaciones independientes del tiempo para el caso no degenerado:
La correcciéon a la energia a primer orden es:

EY =< ¢,|H;|¢, > (30)

en donde |¢,, > son los estados propios del hamiltoniano sin perturbar.

La correccién a la energia a segundo orden es:

Z | < ¢k|H1|¢n > |2
k#n

(31)

La correcion de primer orden al estado es:



< ¢l Hildn >, 0
) = Z—|<P;(g)>-

0 _ 0

la correccion del estado a segundo orden es :

ZZ < ¢k|HI|¢z >< i Hilpn >

o) BY)(ES - E)

k#n l#n

10

"Pk )-

(33)
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Solucion

PROBLEMA 1 (20 puntos). Medicién de un estado cuantico.

(a) (4 puntos)

W) = culH) +ev|V) (1)
= ae""|H) + be"V |V)
e (a| H) 4 be'®v=0m)|V)).

Se reconoce entonces que ¢y aparece como una fase global y por lo tanto no afecta al
estado. Entonces se puede escoger ¢y = 0 sin pérdida de generalidad, de tal manera

que
[¥) = (alH) + be'[V)), (2)
con ¢ = ¢y.
(b) (8 puntos)
i. (4 puntos)
pav(+1ll0)) = [(H[$)]* (3)
= [(Hl|(alH) +0e"|V))[?
= |a+0J?
= lal*.
Ademas,
pav(=1l[¥)) = [VI)[* (4)
= [(VI(alH) +be"|V))[*
= |0+ be*?|?

= b2



A partir de Eq.3 y Eq.4 se ve que las probabilidades, pyy (+1||¢)) vy pav(—1]]1))
determinan a y b, respectivamente. Por lo tanto, utilizando el aparato PAgy sobre
un conjunto de fotones preparado en el estado |¢)) se puede medir el nimero de
fotones que tienen, por ejemplo, polarizacion H e inferir el valor de a. El valor de
b se obtiene ya que al estar normalizada la polarizacion, b = /1 — a?.

ii. (2 puntos)
pas(+1[[¥)) = D) (5)

2

1 K2
— E(<H\+<V|>(0L\H>+be¢’!‘/>)

1
S be'?|?
2|CL+€|

= % [1+ 2abCos(9)].

Ademas,

pas(=1l)) = [Al)]® (6)
1 . 2
= E(Uﬂ —(V)(alH) + be'?|V))

1
- _bz¢2
Sl —be

= % [1 —2abCos(¢)].

iii. (2 puntos) A partir de Eq.5 y Eq.6 se ve que las probabilidades, pys(+1][1)) o
pas(—1|[1)) determinan ¢, cuando a y b son conocidos. Por lo tanto, utilizando el
aparato PA4s sobre un sistema de fotones preparados en |1)) se puede contar, por
ejemplo, el nimero de fotones con polarizacién D. A partir de esta medicién y de
las mediciones hechas con el aparato PAgy se determina cos(¢) por medio de la
Eq.5. Sin embargo, la fase ¢ no se determina de manera univoca ya que el coseno
inverso no se define univocamente.



(¢) (4 puntos)
i. (2 puntos)

pe(+1ll)) = KR[¥)” (7)

2

1 (2
- E((H] +o(V|)(alH) + be?|V))

— % |a + Zbez¢|2

_ % (1 — 2abSin(6)] .

Ademas,

pe(=1l1)) = KL (8)
1 i 2
= E((H!—ZWI)(@IHHbed’IV))

I AT
= 2|a zbe‘

= % [1+ 2abSin(9)].

ii. (2 puntos) Para determinar [¢)) se debe entonces hacer lo siguiente: preparar
varias copias del sistema en el estado |¢) y realizar tres tipos de mediciones.
Primero, se utiliza PAgy y se determinan a y b. Segundo, sobre otras copias
del sistema se utiliza PAys y se determina el Cos(¢). Tercero, sobre otras copias
del sistema se utiliza PA. y se determina el Sin(¢). Al conocer el Cos(¢) y el
Sin(¢) se puede determinar ¢ univocamente. De esta manera, se conocen a, by ¢
y por lo tanto [¢).

(d) (4 puntos)

pirv(+1ll9) = laP =3 )

Entonces a = 1/v/2 y b= 1/1/2.



Por otro lado,

pas(+1][1))

Entonces Cos(¢) = 0.86.
Ademas,

— 5 [T+

= % [1+ 2abCos(¢

~—

]

! 1L )cos(e)

4l

2

= 0.93.

2

L1 4+ 2abSin(6)].
1 1 1

2 V2 V2
1
= 7
Entonces, Sin(¢) = —1/2.
Como el coseno es positivo y el seno es negativo, ¢ = —7/6 y
9) = —=(1H) + b o)) |
V2

— [ 14+2(—%=)(—=)Sin(s)| .

(11)

(12)
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PROBLEMA 2. (30 puntos) Evolucién temporal de un estado: resonancia magnética

nuclear

(a) (10 puntos) Hamiltoniano de interaccién

1.

11.

(5 puntos)

H = —ji-B (13)
= —S - (B%cos(wt)z + B2)
= —75,B%os(wt) — S5, BY
= —ngxoos(wt) — 08,

con Qy =~vB%y Q; = vBY.

(5 puntos) Se tiene que §; = g&i con 0; la i ésima matriz de Pauli. Por lo tanto,

A h 01 h 1 0
_h —Q -1 Cos(wt)
2\ —1C0s(wt) Qo ’

El hecho que el término constante en el tiempo aparezca tinicamente en la diagonal,
indica que un campo magnético constante unicamente contribuye como un valor
constante a la energia.

(b) (10 puntos)

i.

(5 puntos)
Poy.(t) = [p())? »
= |d(t)?
16 rog |2 / /
YY) wglwi ’_esz’t-i—eZw—t
1 R
16 o o
e W ‘w;wl 2 |:1 . el(w+*w7)t o eil(wJF*W,)t + 1 .
1°*R



Se tiene ademas que

— Q) — 2
St = Z) u (14)
¥ que
W —w. = Qp. (15)

Por lo tanto,

16 ((w— Q)2 — Q%)

Py (t) 2 — SRt _ TR (16)
- 0202, 16 [ J
(w—20)* — 0}’
2[1 — cos(Qgt)].
Q202
Tomando en cuenta que
Af(w — Q)* — OF]
Prmaz(w) = , (17)
MO%
se tiene entonces que
1
P, (1) = Prac(w) 5 [1 — cos(Qat)] | (18)
ii. (5 puntos)
Figure 1: gréfica de P__ ()
De esta grafica se ve que si el campo magnético se deja actuar durante At = J—R

el estado de las particulas pasa de |+), a |—),. Para otro valor de At es posible
preparar el estado de los a&tomos en una superposicion.

6



(¢) (10 puntos)
i. (5 puntos)

Pmaz\W =
) 0%,

Figure 2: grafica de pyeq(w)

ii. (5 puntos) De la figura 2, se observa un pico en ppq, cuando w = €y lo que
corresponde a un tipico fenémeno de resonancia. Esta es la clave para entender
el fenémeno de resonancia magnética nuclear: para un BY dado, el nicleo de un
atomo tiene una cierta frecuencia de Larmor asociada. Por la tanto, variando w y
midiendo p,,q. €s posible identificar picos de resonancia que corresponden a ntucleos
especificos y asi identificar la composicién de una muestra.
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PROBLEMA 3. (30 puntos) Momento angular y teoria de perturbaciones: acoplamiento
espin-orbita en el atomo de hidrogeno .

(a) (4 puntos) En ausencia de acople, la energia estd caracterizada tinicamente por el
numero cuantico n.

En ausencia de acople, los estados propios estan caracterizados por los niimeros cuanticos
n, L, my, s y mg.Donde [ y s denotan el niimero cuantico asociado al momento angular
orbital y de espin, respectivamente. m; y m, denotan los niimeros cuanticos asociados
a las respectivas componentes z de los momentos angulares.

(b) (10 puntos)
i. (6 puntos)

con i el momento magnetico del electron y B en campo magnetico que ve el electron
en su propio marco de referencia.

0 = —5 (21)

47r3my

e —Hot o i
pr— S.
g 2mg ) 4mr3mg

2 .
€ Ho g
g (87rm%7°3)

ii. (4 puntos) las componentes de L estan dadas por

A A ~

L, =yp, — zpy, L, =zp, — zp,, L, = zp, — yp,. (22)

Como las diferentes componentes espaciales y de momento lineal conmutan cuando
van en diferentes direcciones, es posible simplemente remplazar las variables por sus
correspondientes operadores sin necesidad de aplicar ninguna regla de simetrizacion.
Esto es lo que lleva a que L pueda ser remplazado por L.

8



(¢) (10 puntos) Los estados sin perturbar son no degenerados y la perturbacién es inde-
pendiente del tiempo. Por lo tanto, se puede utilizar teoria de perturbaciones indepen-
diente del tiempo. A primer orden, la correccion a la energia esta dada por

B =< ¢O|H|¢ >, (23)

con |¢7(10) > siendo un estado propio del hamiltoniano sin perturbar.

1/ €e*u A\
1 0 5
EY = < n;l,m1337ms’9§ (W - Lln;l,my;s,mg >, (24)
0
2 57
e’ Lo §-L
- (87Tm2> < n;l7ml;S7ms|F|n;l7ml;S7ms >,
0

donde se uso el hecho que g, = 2. Ademas,

~

o= (54 L) (25)
+

Por lo tanto,

2 1 j’2_ N2 i?
B = (2 <oty =D
m™mg ) 2 r

In;l,my;s,ms > . (26)

Para efectuar esta operacién se utiliza el hecho que existe una base en la que Hj es
diagonal. Esta base la llamaremos acoplada y se denota por |n;j,m;;l, my;s, mg >,
con j y m; los niimeros cuanticos asociados al momento angular total y a su compo-
nente z. Dicha base acoplada se puede expresar en términos de la base desacoplada
|n;l,my; s,ms >. Por lo tanto, teniendo en cuenta que los diferentes elementos de las
bases son ortogonales entre ellos



(J)? — (3)2 — (L)?

r3

X< n; g, mylmy; s, myl |n; 7, mi L, my; s, mg >

_ ( 1o > %(j(j + 1R — s(s + 1)h? — (1 + 1)h?)

2
8mmyg

. 1 .
X < n;J,mj;l,mz;S,ms\ﬁ\nsj,mj;l,mz;s,ms >

_ (;j%) %(j(jJr1)h2—s(s+1)h2—l(l+1)h2)

1
1+ 1/2)(1+ Dn3ay

Para un electrén, s = 1/2. Por lo tanto, s(s +1) =3/4 y

g _ ug N\ 1 R TjG+1) —1(+1)—3/4
" \8mm3 ) 2n3a} (I1+1/2)(1+1)

De la Eq.28, se observa que la correccién a la energia depende de tres niimeros cuanticos,
n, Ly j. Lo que esto refleja es el hecho de que los niveles energéticos antes de considerar
el acople espin orbita son degenerados y el acople justamente abre este degeneramiento.
Por lo tanto,

EY - EY)

n n,j,l"

(28)

(6 puntos) Al ser el estado 3P eso significa que n = 3 y [ = 1. El electron tiene
s = 1/2 y por lo tanto, como |l + s| < j < |l — s| los posibles valores de j son j = 3/2
yj=1/2.

Por lo tanto, aparecen dos valores para la correcion de la energia, ES:)?,J:?’ Jou=1 Y

1)
En=3,j:1/2,z:1'

Reconociendo que, como indica el eneunciado,

(o) 3 = P )

8rmi ) 2nda} moc?’

se tiene que

E(l) _ (Eflo))z

n?j7l o

n [j(j+1)-l(z+1)—3/4

A+ 120+ 1) (30)

moc?
10



Reemplazando los valores correspondientes para j y [. se tiene que

(1) oy 1
En:3,j:3/2,z:1 - (E3 ) moc

(1) ©y2 1L
En:3,j:1/2,z:1 _2(E3 ) moc2'

11
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PROBLEMA 4. (20 puntos) Particulas idénticas

(a) (8 puntos) cuando los tres estados individuales son diferentes entre ellos

i. (3 puntos) Para crear el estado fisico en el caso de un sistema de varias particulas
se inicia escribiendo un estado donde se etiquetan las particulas. Por ejemplo

u) = |P)1]x)2|w)s (32)

Posteriormente se aplica el operador simetrizador o antisimetrizador dependiendo
de la naturaleaza de las particulas.Para el caso de los bosones

1

Slu) = mzaﬁa(|¢>1|X>2|W>3) (33)

- % [9)1X)2w)s + [A)1|w)2]X)3

(
X)1l0)2|w)s + [x)1]w)2|P)s
[w)1]P)alx)s + |w)ilx)2]@)s3)-

+ +

1
1

Finalmente se normaliza el estado y entonces para el caso de bosones se obtiene

D) posomes = %(Iaﬁhlxh\@s +16)1]w)2lx)s (34)

+ [X)11@)2|w)s + [x)1]w)2|B)s
+ |w)1|P)2]X)s 4 |w)1|x)2]P)3)-

ii. (3 puntos) Para el caso de fermiones de nuevo se empieza creando

[u) = [9)1]x)2|w)s. (35)

Posteriormente se aplica el operador simetrizador o antisimetrizador dependiendo
de la naturaleza de las particulas.Para el caso de los fermiones

A = < BataPal|B)x)elw)s) (36)

12



Aplicar A es equivalente a calcular el determinante de Slater

. [P X0 [wh
Alu) = [[)2 [x)2 |w)2 (38)
[9)s [X)s |w)s
Calculando este determinante y normalizando se tiene
W) sermimes = =163 10ale)s = [0 (39)

— ) 1ld)2lw)s + [x)1lw)a|d)s
+ |w)i|d)2]x)s — [w)i]x)2|@)3).

iii. (2 puntos) La funcién de onda del sistema de particulas, bajo el intercambio
de bosones, es simétrica mientras que bajo el intercambio de fermiones es anti-
simétrica.

(b) (6 puntos) Cuando |¢)=]|x) vy sigue siendo ortogonal a |w)

i. (2 puntos) las particulas son bosones

(W) bosones = N(|9)1]d)2]w)s + [d)1]w)2|9)s (40)
+ (o)1l P)alw)s + ) 1]w)a]@)s
+ |w)1]|P)2|@)s + [w)i]d)2|@)3).

Con la normalizacion apropiada se tiene

1

v osones —
| > b \/g

([@)1]d)alw)s + [@)1]w)a|d)s + [w)i|d)a|d)s) |

ii. (2 puntos) las particulas son fermiones

|\Il>fermiones = N(|¢>1’¢>2|w>3 - |¢>1‘w>2‘¢>3 (41)
[9)1]@)2]w)s + [@)1]w)a|d)s
+ |w)1]|P)2]@)s — [w)i]d)2|@)3).

13



por lo tanto

| v > fermiones

=0/

(42)

iii. (2 puntos) El hecho que para el caso de fermiones la funcion de onda es cero,

revela el principio de exclusion de Pauli.

(c) (6 puntos) cuando los tres estados individuales son iguales

i. (2 puntos) para bosones

|\Il>bosones = |¢>1|¢>2|¢>3 .

ii. (2 puntos) para fermiones

| v > fermiones

=0/

(43)

(44)

iii. (2 puntos) De nuevo se revela el principio de exclusion de Pauli para fermiones.

14
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Instruccion

No se permite el uso de ningiin documento, libro o apuntes, ni el uso de ningtn dispositivo electrénico
tales como celulares, reproductores de musica, tabletas, etc.

Preguntas

1. (15 puntos) Coalescencia de burbujas

La coalescencia es el proceso en el que dos dominios de composiciéon esencialmente idéntica entran
en contacto para formar un dominio mayor. Considere un recipiente, de altura h, herméticamente
sellado lleno de agua. En el fondo del recipiente hay dos burbujas pequenas que se deslizan la
una hacia la otra para para coalescer en una burbuja grande de radio a calcular (ver figura). La
presién en el recipiente es Py, el radio de cada burbuja pequena es Ry y la tensién superficial
del agua es o. Considere que el proceso es isotérmico. Calcule el cambio de presién dentro del
recipiente cuando las burbujas coalescen.

2. (25 puntos) Paramagnetismo de Langevin

Antes del nacimiento de la mecénica cudntica, Langevin explicé el paramagnetismo asumiendo
que cada ién paramagnético tiene un momento magnético fi cuya magnitud es constante (depende
de la naturaleza del 1on) y es libre de moverse en todas direcciones. En presencia de un campo
magnético externo B la energia de interaccién de un i6n con el campo £ = —[i - B depende de
la direccién de ji. La distribucién de probabilidad del momento magnético, en equilibrio térmico,
sigue la distribucién de Boltzman - Gibbs.

» (15 puntos) Calcule la funcién de particién Z y la energia libre, F. A partir del cdlculo
de F, encuentre momento magnético promedio (u). A partir del célculo de (u) deduzca
la expresion para la susceptibilidad magnética, x, y simplifiquela para el caso de campos
magnéticos pequeno

» (10 puntos) Ahora para el cdlculo cudntico, tenga en cuenta que la proyeccién de ji en un
campo B = BZ, p, puede tomar solo dos valores: gupJ, con —m; < J, < mj. Donde up es
el magneton de Bohr y g es el factor de Landé. Para este caso calcule Z, F'y x. Compare el
calculo cudntico con el calculo clasico del punto anterior.

3
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3. (30 puntos) Efecto Termoidnico

Para estudiar la emisién de electrones por un filamento de Tungsteno se modela el metal como
una caja de potencial. Se asume que el potencial es cero dentro de la caja y constante fuera de
ella. Este potencial constante, V', es igual al potencial de extraccién de un electrén con momento
lineal cero. Sélo algunos electrones pueden escapar porque S(V — p) > 1. Con = 1/kpT y p el
potencial quimico.

» (7,5 puntos) Muestre que para electrones libres con energia mayor que la de la barrera, la
funcién de distribuciéon de Fermi se reduce a la funcién de distribuciéon de Boltzman.

» (7,5 puntos) Calcule el nimero de electrones por unidad de volumen con momento normal a
la superficie, p;, que chocan con la superficie del filamento en un intervalo de tiempo dt.

» (15 puntos) Asuma que sélo los electrones con momento p, > v2mV dejan el metal. El
filamento estd conectado a un potencial negativo y opuesto a este se encuentra un anodo
positivo, de tal manera que los electrones son constantemente reemplazados y el material
permanece neutro. Calcule la densidad de corriente emitida como funcién de la temperatura
y comparela con la ley empirica de Richardson j = AT2%e5B/T donde A y B son constantes
determinadas de forma experimental.

4. (30 puntos) Arreglo de tres espines

Se ubican tres espines en los vértices de un triangulo equildtero con cada espin interactuando con
sus vecinos. La expresion para la energia en el modelo de Ising en un campo magnético, B, es:

H = —J(s152 + 5253 + s351) — B(s1+ 52 + s3)
Donde, J es el factor de interaccidon que se asume constante a primeros vecinos y s; puede tomar
velores de +1.

Derive las expresiones para:

s la funcién de particién
» el espin promedio (s)

= la energia interna
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Solucion

1. Coalescencia de burbujas

En equilibrio, cada burbuja tiene un balance entre la fuerza que siente debido a la tensién super-
ficial del agua y la presion interna del aire atrapado:

21 Ryo = prR2
20

P:R*O

La presion que siente cada burbuja antes de coalesecer es:

20

P, =P h
i 0+;09 +R0

donde pgh es la presion hidrostatica y h es la altura del agua. No se toma en cuenta los efectos
debido al tamano de las burbujas ya que son pequenias comparadas a la altura del agua (Ry < h).
Al coalescer la nueva burbuja tendra un radio de:

4
9=

4 .
37TR‘8 = §7TR3

R=2Y3R,
Ya que el proceso es isotérmico, la presiéon dentro de la burbuja no cambia:

20

P, = P + pgh + I

Sin tener en cuenta pequenos cambios en la presion hidrostatica. El diferencial de presién serd
entonces:

11
AP:P—P0:20<—+)

R Ry
_20 1 1
Ry 2173



2. Paramagnetismo de Langevin

» Clasicamente, integrando sobre todas las direcciones angulares:

2m 1
Z = /dng/d(cosQ)eB“Bwsa
0 -1

BiWB sinh(5uB)

La energia libre es:

F=-kpTlhZz
De lo que se obtiene un momento magnético promedio:

(= —or

— s <coth(ﬁMB) - (BulB)>

De lo que se puede extraer la suscpetilidad x para B ~ pgH:

_ oM
X~ ol

Donde M es el momento magnético por unidad de volumen.

. )
Q OH

_ N 9w
MOQ 0B
N
1o 0B \ BuB 3 BuB
1 N

- IU()Q kBT 3

s Cudnticamente el Hamiltoniano es H = —ji - B y el momento magnético es proporcional al
momento angular i = gupJ y estd 2J + 1 veces degenerado, entonces:

m;
7 — Z eParpBm

m=—m;

Para facilidad del cédlculo, voy a definir x = BgupB



1 _ o274+
1—e®
12z _ o= (J+1/2)z

er/2 _ g—x/2

_ sinh(z(J +1/2))

N sinh(z/2)

— efJx

La energia libre es:

F=-kgT'InZ

De lo que se obtiene un momento magnético promedio:

De los que obtenemos:

~ gup (j +1/2)cosh(J +1/2)xsinhx/2 — 1/2sinh(J + 1/2)x cosh /2

) Z sinh? 2 /2
De lo que obtiene un valor de susceptibilidad
1 o J(J+1)

3. Efecto termoionico

s Como la energia de un electrén libre es mayor que la energia de Fermi, y por tanto del
potencial quimico, el factor de Fermi se reduce al factor de Boltzman:



Y el nimero de electrones con momento p’ por unidad de volumen es:
3 =
2@65(;17102/27@
B3
= El nimero de electrones que chocan con la superficie del filamento en un tiempo dt es:

p(L’ dSﬁ ,8 —12/2m
2Edtﬁe (u—p?/2m)

= Por lo tanto, la densidad de corriente emitida es:

) Py 2 2 /9m
J=e€ / dpy / dpydpzﬁﬁeﬁ(u p/2m)
V2mV o0

Los electrones que salen del filamento son aquellos que cumplen p, < v2mV. Entonces:

k‘2
W”}; B2,~(V—p)/kpT

Recuperando de esta forma la ley empirica de Richardson j = AT2%eB/T

4. Arreglo de tres espines

= La funcién de particion se calcula como:

-1 %

n=1s;,=%1
La configuracion de espines tiene 8 orientaciones posibles: 111, 11 —-1,1—-11, —111, 1—-1—1,
—1—-11, —11—1, —1—1—1 asi es que por célculo directo y por la definicién de las funciones
hipérbolicas:

Z = 2¢387 cosh BB + 6e "7 cosh B

= Kl espin promedio es:

1 0
= "5 a(8)

2
— _E(eSﬁJ sinh B + e~#7 sinh BB)

InZ

s La energia interna se calcula como:

0

a(BJT)

= %(63'8'] cosh BB — e P7 cosh BB)

e=—J InZ
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FORMULAS GENERALES

1. Funciones de estado y relaciones de Maxwell

Energia interna: U dU =TdS — pdV
Entalpia: H=U+pV | dH =TdS + Vdp
Enrgia libre: F=U-TS | dF =—-SdT — pdV
Entalpia libre de Gibbs : | G=H — TS | dG = —SdT + Vdp

TVS =—pSV, TpS=VSp, pIT'V=SVT, VIp=-SpT

TdS = CydT + TpTVdV y TdS = CpdT — TV Tpdp

2. Para un gas ideal:

T v T »
Sm=Cyln|_— |+ Rln ()—I—Sm Sm = C, ln<>—Rln <>+S;n
v <T0> Vo 0 p T 20 0

3. Ecuaciones de Helmholtz:
uovr=Tpl'V—-p , HpI' =V —=TVTp
para una superficie muy grande: Wi, = —vdA, en donde la tensién superficial es

vy=UAS =FAT

4. Valores esperados en términos de la funcién de particién.

dln(2) JIn(2) 0In(Z) 2 0%In(Z)
E = - = kT S=kIn(Z) -k Cy =kpB*————
0ln(2) 0ln(2)
F = —kT'Iln(Z = i = —kT
5. Funciones hiperbdlicas
sinhx = i’ COth:i, tanhx:i
2 2 et +e*
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