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Duracion total del examen : 3 horas

PROBLEMA 1 (20 puntos) Considere dos cargas localizadas en el eje z como se muestra en
la figura. Un plano conductor infinito conectado a tierra (V(z = 0) = 0) esta localizado sobre el
plano xy.

1. (7 puntos) Encuentre el potencial eléctrico producido por esta configuraciéon en cualquier
punto con z > 0.

2. (6 puntos) Encuentre magnitud y direccién de la fuerza neta que experimental la carga de
valor +2q.

3. (7 puntos) Encuentre la distribucién de carga sobre la superficie del conductor.
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PROBLEMA 2 (20 puntos) Suponga una densidad volumétrica de corriente J = Jk que se
distribuye en una ranura infinita entre los planos © = —b y x = b como se muestra en la figura.

1. (5 puntos) Encuentre la magnitud y direccién del campo magnético en funcién de = dentro
de la ranura (—b < z < b)

2. (5 puntos) Encuentre la magnitud y direccién del campo magnético en funcién de x fuera
de la ranura.

3. (5 puntos) Suponga que existe una corriente superficial K en el plano z = b. La magnitud
de esta corriente es K = —2bJk. Encuentre la magnitud y la direccion producida por esta
corriente en cualquier punto del espacio.

4. (5 puntos) Use el principio de superposicién para calcular el campo magnético total, como
funcién de z, en cualquier punto del espacio en esta nueva configuracion.
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PROBLEMA 3 (30 puntos) Suponga un alambre doblado como se muestra en la figura. Ini-
cialmente por el alambre circula una corriente I constante.
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1. (7 puntos) Calcule el campo magnético en el punto P.

2. (6 puntos) Ahora suponga que por el alambre circula una corriente que se incrementa en el
tiempo tal que I(t) = kt. Encuentre el potencial vectorial retardado A(¢,) en el punto P.

3. (6 puntos) Cual es el valor del campo eléctrico en el punto P?
4. (3 puntos) Cudl es el origen fisico de este campo eléctrico.

5. (7 puntos) Teniendo en cuenta la generalizacién de la ley de Biot-Savart dependiente del
tiempo, dada por:
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Encuentre el campo magnético en el punto P cuando I(t) = kt.



PROBLEMA 4 (30 puntos) Considere un alambre en donde una densidad de carga +A\ se
mueve hacia la derecha con una velocidad v con respecto al sistema de referencia del laboratorio
y una densidad de carga —\ se mueve hacia la izquierda con una velocidad —v con respecto al
sistema de referencia del laboratorio como se muestra en la Figura. En el sistema de referencia
del laboratorio, una carga ¢, a una distancia s del alambre, se mueve con una velocidad u paralela
al alambre.

1. (4 puntos) Encuentre la magnitud y direccién de los campos eléctrico y magnético en el
sistema de referencia del laboratorio.

2. (2 puntos) Encuentre la magnitud y direccién de la fuerza que siente la carga ¢ en el sistema
de referencia del laboratorio.

3. (4 puntos) Suponga el sistema de referencia propio de la carga q. Encuentre la densidad de
carga \/_ en este sistema de referencia en términos de la densidad de carga Ay que se mide
cuando la linea de carga esta en reposo.

4. (8 puntos) Encuentre la magnitud y la direccién de los campos eléctrico y magnético en este
sistema de referencia.

5. (2 puntos) Encuentre la magnitud y direccién de la fuerza que siente la carga ¢ en el sistema
de referencia en donde la carga estd en reposo.

6. (5 puntos) Suponga un sistema de referencia en donde la carga 4+ se encuentra en reposo.
Cuanto vale la fuerza total sobre ¢ en este sistema de referencia?

7. (5 puntos) Compruebe que la cantidad E? — ¢* B? es un invariante relativista.



Formulas generales

Tensor de transformacién de Lorentz

v =80

w_ | =8y 0
A 0 1
0 0 0

Tensor de campo electromagnético

_ o O O

0 E,/c E,/c E./c

—E./c 0 B,

o
4 -E,/Jc -B, 0

~E.Jc B, -B,

Transformacion de campos eléctricos y magnéticos.

B, =E,, E,=~(E,-vB.), E.=~(E.+vB,)

Ba/c - Bma B; = ’V(By + C%Ez)u B,/z - 7<Bz - C%Ey)
Adiciéon de velocidades:
;L UTF U,
YT F uv,/c?
UV
y(ui) = (W) F =)
Identidades vectoriales
V(A-B)=Ax(VxB)+Bx (VxA) +(A-V)B+(B-
Vx(AxB)=(B-V)A—(A-V)B+A(V-B)— B(V -
AxBxC=B(A-C)—C(A-B)
Derivadas vectoriales en coordenadas cartesianas:
ot~ Ot~ Ot
t=— — —k
V=i T e T o
- Ovy Ov, Ov,
VU= ox + 8_y * 0z
= (Ov, vy - ov, 0v,\ ~ ov,  0v,
va—<8y E)l—i_(@z 8x>]+(8x dy
Derivadas vectoriales en coordenadas esféricas:
ot 10t - 1 0t~
t=—7r+-——0+ ——
v 8rr+r89 +rsin08¢
= 1 8 2 1 8 . 1 8U¢
= N il 9 YV
v r? 8T<T or) + Tsin060<sm v) + rsinf ¢
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);;



V XU=

rsinf | 00 ¢ 0¢ r |sinfd dp  Or ¢

Derivadas vectoriales en coordenadas cilindricas:

ot. 10t. 0Ot
Vt—£8+ga—¢¢+£k

- _, 10 10v,  Ov,
v.v_sas(svs)+58¢+8z
= [10v. Oug| . ovs, Ov,| ~ 1[0 ov, | -
VX”_[ans 7]”[& as}gb E{ﬁ(‘%) a¢}k
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Mecanica clasica

2
1.(20)Sea Uy = C ln(#) el potencial de interaccidn entre dos masas.

a) Encuentre el radio de una drbita circular en funcidon del momento angular.

b) Muestre que la drbita es estable.

c) Identifique la energia limite entre érbitas confinadas vy libres.

2. (20) En el sistema de la figura hay friccién entre M, y M, pero no entre My y la tabla. La polea
gris es movil y no ideal, es un disco con masa m y radio R=1. Si el angulo de inclinacién es 45°,
Mi=m, M,=2m, F= 4mg, {Existe algun valor de s tal que las masas no deslizan una respecto a la
otra? ¢ Cudl es la aceleracidn lineal de la polea sobre la que se aplica la fuerza (en términos de my
Lic) si el sistema se desliza? Ignore cambios de altura de la polea perpendicularmente a la rampa.

3. (30) Una masa m se desliza desde el reposo (relativo a la cuia) a una altura h sobre una cufia
movil de masa M con inclinacidn «, inicialmente con velocidad v, como indica la figura.



X1

a) Escriba explicitamente las ligaduras. Escriba explicitamente U y T en coordenadas cartesianas.
b) Obtenga el Lagrangiano
c) Encuentre las ecuaciones de movimiento.

4. (30) Tres masas m iguales se encuentran sobre un anillo de radio R, sin friccion ni gravedad. Las
masas estan conectadas por resortes idénticos de constante k.

a) Encuentre las frecuencias normales de oscilacion.
b) Encuentre las coordenadas normales en términos de los desplazamientos.

c) Si las masas comienzan estacionarias y en equilibrio pero a una de ellas se le da un
desplazamiento inicial  respecto a la posicion de equilibrio, encuentre la posicidn de las masas en
funcién del tiempo.



Examen de Conocimientos — Mecanica clasica

2
1.(20)SeaUgy =C ln(#) el potencial de interaccién entre dos masas.

a) Encuentre el radio de una drbita circular en funcidon del momento angular.
b) Muestre que la drbita es estable.

c) Identifique la energia limite entre érbitas confinadas y libres.

Solucion:

a) En términos de la masa reducida g = mym,/(m,; + m,), el potencial efectivo es

2 2

Uer(ry = 22 +C ln(az T rz)

Donde [ es el momento angular. Para una drbita circular la derivada del potencial efectivo debe
ser 0, asi que

AUqpry 12 11
= -+ 200 (5= o) I = 0
dr I ur3 terlE e + 72 I
12 2Ca?
=> =
pre? - (a* +1.2)
12a?
=> Y
e 2uCa? — 12

b) Parar grande, el potencial efectivo es aproximadamente
1 12 )
Uep(ry = T_Z(Z — Ca®)

En los limites, Ugr(x—~0) = © Y Ugf(x—00) = 0,y cOmo 7, > 0, 1 < /2uCa? asi que el potencial es
negativo para la drbita circular, la cual es entonces un minimo asi que es estable.

. . . l
¢) Podemos trabajar con un potencial normalizado: llamando k = Wy x
uca

Q=

Uepry = CU(x)
Donde
U(x) = k?x72 —In(1 + x72)

Graficamente,
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De donde se ve que las 6rbitas con U < 0 son confinadas.

2.(20) En el sistema de la figura hay friccion entre M; y M, pero no entre M, y la tabla. La polea
gris es movil y no ideal, es un disco con masa m y radio R=1. Si el angulo de inclinacion es 45°,
Mi=m, M>=2m, F= 4mg, {Existe algun valor de s tal que las masas no deslizan una respecto a la
otra? ¢Cual es la aceleracién lineal de la polea sobre la que se aplica la fuerza (en términos de my
L) si el sistema se desliza? Ignore cambios de altura de la polea perpendicularmente a la rampa.

/\,;

Solucioén:

Las ecuaciones de movimiento son:
T,—f—MgSin6 = M a,
T, + f — M,gSin0 = M,a,

F—T, —T, =ma;y
RT; — RT, = la

Y las ecuaciones de ligadura son

(x3—x1) + (3 —x =1L

Uy =V =Vr



De donde obtenemos derivando
2a3 - a1 - a2 = 0
a, —a; =aRr
Usando 8 =45° Mi=m, M;=2m, F=4mg, | = %mR2 y R=1, estas se simplifican a
T,—f—-m — =ma
1 gﬁ 1
1 —
T, +f— ngﬁ = 2ma,
1
4mg - Tl - TZ == mi(az + al)
1
Ih-T,= Em(az —ay)
Estas cuatro ecuaciones tienen cinco incégnitas. Si las masas no deslizan, tenemos ademas que

a, = a4, con lo que se puede resolver el sistema. Si las masas deslizan, f = ucmg\%y de nuevo es

solo despejar.



Examen de Doctorado - Mecanica Cuantica, 2020-1I
Universidad de los Andes, Departamento de Fisica Total points :
100

I. (Total Points:30 ) Given is the Dirac equation

{”y“ <—ih8u — EAM) — mc} U=
c

’yo=<é _01> (1)

v=<_05 ‘5) 2)

where 79 and v are 4 X 4 matrices with ¢ the Pauli matrices.

(a)(7 points) Find the Hamiltonian of the Schrédinger form of the Dirac
equation, i.e., determine H in ihoW /ot = HU.

(b)(8 points) Make the ansatz

U — < o )eimCQt/h (3)

X

with

and write the Dirac equation in form of two equations, one for ® and another
for . Assume that the term 2mc? is bigger than any other term like, e.g.,
ihOx /0t and/or eAy (this is the non-relativistic limit).

Determine x in terms of ®.

Use this equation to find an equation for ® in the form iho®/0t = Hygp®.
What is this equation?

(c)(15 points) The conserved Dirac current is

-,

g =y = (p, (1/c)j)

with U = Wiq0 and p = UTW. Use the non-relativistic approximations in (b)
to find the non-relativistic form of j.

IL. (Total Points:30 ) Classically the interaction of the electromagnetic field
with matter is given by j,A, o ep’- A/m in the gauge where Ay = 0. As A



we can take the photon plane wave €,,e~*7 with o = 1,2. Effectively the
interaction Hamiltonian becomes

A e ~ o
Hipy = N—p- &oe” "7
m
with 5 = —ihV and N a normalization constant. Use Fermi’s golden rule in

lowest order in H;,; to calculate the transition probability per unit time of
an excited atomic state 25 decaying into 1.5 and a photon. Since the photon
has been taken care of by the plane wave, the final and initial states are given
only by the atomic initial and final wave functions.

III. (Total Points:20 ) Given is the double well potential as shown in the
figure below. With A = 2b — a and the potential going to infinity at

V(x)
Infinity Infinity

L M R

x = +(b+ a/2). The right region (R) and the left region (L) where the
potential is zero are given by

R={z| A2 <z <b+a/2}
L={z] —A/2>2>—(b+a/2)}

whereas the middle region where the potential is a constant V} is

M={z] —A/)2<z<A/2}

2



(a)(10 points) Find solutions up to global constants for the three regions
using the notation

2mE 2 - F

with Vy > E and F > 0. For the middle region M, find two solutions and
classify them according to

U(—z) = ¥(z) symmetric(S)

U(—x)=—-V(x) antisymmetric(A)

Sketch the total wave function ¥(z).

Hint: The wave function should vanish at the infinite walls. In the middle
region try the ansatz e*%7.

(b)(10 points) Write down the matching conditions for the wave function and
its derivatives using tan (ka).

IV. (Total Points:20 ) The double well model in (III) can be used to study
the ammonia molecule NH3 which classically has two inequivalent configu-
rations. In quantum mechanics these are the g and ¥, states with en-
ergy Fs and E4 respectively. The localized states in space at © = +b are
U= (1/v2)(Ws+V,) and ¥;, = (1/v/2)(¥s—W4). The non-zero potential
Vb in the middle allows tunneling and hence a transition ¥, <« Wi. We can
model the situation as a two level system

o= (1) wan (1) mo-g(4) o

with the Hamiltonian

~ [ Eg—A 0
HO_( 0 E0+A> (5)

where Fg and E, are parameterized by the constants Fy and A.
(a)(10 points) It is convenient to introduce the so called position operator X

as A 01
X:b<10> (6)

3



Find the properly normalized eigenstates to X and its corresponding eigen-
values. Let |U(t)) be the solution of the Schrédinger equation with the
Hamiltonian Hy. Find the probability to be in position b at time ¢ and the
expectation value of X with respect to |W(t)).

(b)(10 points) The interaction energy of a classical dipole, D, with an electric
field £ is W = —&D where we assume that the dipole is parallel to the field.
The ammonia molecule has such a dipole moment. In quantum mechanics

one can replace D by
A 01
X = dy ( Lo ) (7)

Write down the iqteraction Hamiltonian W and add it to Ho to obtain the
full Hamiltonian H. Choose €& = & cos (wt). With the ansatz

vy = (50 ) ®)

for the solution of the Schrodinger equation with H find the differential
equation for a(t) and b(t).
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Doctorado en Ciencias - Fisica
Examen de Conocimientos - 2020 - 1

Mecanica estadistica

Instruccion

No se permite el uso de ningiin documento, libro o apuntes, ni el uso de ningtin dispositivo electrénico
tales como celulares, reproductores de musica, tabletas, etc.

Preguntas

1. (15 puntos) Dewar

» (7,5 puntos) Un recipiente cilindrico de doble pared de radio r y altura h, contiene nitrégeno
liquido, el cual se encuentra a una temperatura 7T;. La temperatura exterior es T.. Cada
pared se comporta como un cuerpo negro. Calcule la potencia transmitida por radiacion la
cual evaporard el nitrégend]

» (7,5 puntos) Si T; = 77K, T, = 300K, r = 2cm, h = 4em, el calor latente de evaporacion
del nitrégeno es 198J/g y la densidad es p = 0,8¢g/l, jen cuanto tiempo se desocupara el
contenedor?

2. (25 puntos) Fluctuaciones de un oscilador Una balanza de precisién consiste en un alambre
de quarzo de constante elastica c cuya elongacion x por efecto de un peso, mg, es medida usando
un microscopio. El limite de sensibilidad corresponde a una extensién de lpum para una masa
de 1pg. La balanza estd en equilibrio térmico con el ambiente, de tal manera que la posicién de
la masa al final del alambre fluctura térmicamente una distancia y alrededor de la posicién de
equilibrio £ como funcién de m, g y c.

» (5 puntos) Escriba la ecuacién de movimiento de la masa atada a la balanza y compruebe
que un cambio de variable apropiado es y = x — Z.

= (10 puntos) Calcule el emsamble candnico cldsico, a temperatura T, para hallar /< y? >

= (10 puntos) Ahora calcule < y? > desde el punto de vista de un oscilador arménico cudntico.
Tome el limite cuando A — 0 y compare su resultado con el calculo clasico.

3. (30 puntos) Densidad de neutrinos en el universo Las teorias cosmolégicas actuales predicen
que el universo no solo contiene densidad de radicién uniforme en equilibrio térmico a 2, 7K sino
también una distribucén en equilibrio de neutrinos a la misma temperatura.

Los neutrinos son particulas de espin 1/2, por lo tanto fermiones, con la particularidad que su
espin es siempre paralelo (y no antiparalelo) a su momento p. Al ser particulas de masa cero como
los fotones, la energia es igual a c|p]. Neutrinos encerrados en un volumen €2 pueden ser creados
o destruidos en las paredes por lo que su ntimero no es fijo. Con esta informacién calcule:

= (15 puntos) El nimero promedio de neutrinos por em?.

lo =5,67x 1078 __

m2K4%



» (15 puntos) Su energia promedio.
Integrales que pueden ser ﬁtilesﬂ

00 Qd 3
/ T 2r(3) = 1,803
0

1+ e® 2
o x3dx Tt
= — =50671
/0 l+er 120

4. (30 puntos) Campo critico en un superconductor Considere un cilindro sélido de volumen V/
hecho de un material superconductor (tipo I) en un campo magnético paralelo al eje del cilindro.

s Usando el hecho de que en el estado superconductor, el material se comporta como un
diamagneto perfecto, mientras que en el estado normal la susceptibilidad magnética es des-
preciable:

e Escriba la magnetizacion en términos del campo interno B y el campo externo H. En el
estado superconductor B = 0 dentro del volumen V.

e Escriba la expresién para la energia libre en estado normal y el estado superconductor
en funcién del campo critico H,.

e Muestre que la discontinuidad de la entropia en la transicién de fase a campo cero es:

V __0H,
Spn—8Ss=——H.—
" B 47°° O
Donde H.(7) es el campo critico para suprimir la superconductividad a temperatura 7.
s ;Cual es el calor latente cuando la trnasicién ocurre en presencia de campo?

= Cuantifique la discontinuidad en el calor especifico a campo cero.

2k =1,38 x 10723758 — 6,62 x 1073172k y o — 3 x 105
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Solucion

1. Dewar

= La potencia total de radiacién que recibe el nitrégeno liquido para paredes que se comportan
como cuerpos negros perfectos (emisividad igual a 1) es:

Ptot:Pe_Pi:UAe(Té_EA)
= o2rrh(T) — T}) = 2,3W

Q =mL ="7920J
At = 57, 4minutos

2. Fluctuaciones de un oscilador

= La ecuacién de movimiento es m¥ = mg — cx y en equilibrio mg = ¢z, por lo tanto al hacer
el cambio de variable ¥y = z — T obtenemos la ecuacién mi = —cy la cual representa la
oscilacién (por efectos de fluctuaciones térmicas) a estudiar.

s A partir de la ecuacién obtenida en el punto anterior, escribimos el Hamiltoniano:

1., 1
He /21,02
omP T 3%

y calculamos < y? > como

I dpdyy2eP zmP+30%)
B [ dpdyefﬁ(ﬁﬁ%récy%
-29

2

<y* >

con

7 — /dpdye—ﬁ(ﬁnﬁe-‘récy%



Sin necesidad de hacer toda la integral, es posible ver que Z = %

Y con el resultado obtenido previamente, llegamos a que < y? >= é Recuerde que Ay =
V< y? >,

(oo}
= Cuénticamente: Z = Z e Bt/ oon 0 — mw?.
0

6—,8hw/2
T 1 _ o Pw/2
_ 2
~ sinh(Bh/2)

De los resultados de la parte anterior tenemos que:

2o =29 psnn (PP )€
<y >—ﬁaclnsmh 5\
_h Bh [c

~ 2y/mc COth( 2 m)

En el limite 7 — 0, cothx ~ % y se recupera el cédlculo clésico.

3. Densidad de neutrinos en el universo

= Debido a que el niimero de neurtrinos en el volumen €2 no es fijo, el potencial quimico es
cero. El factor de Fermi queda entonces:

1
U 1+ ePe
La densidad de neutrinos con momento p’es:
Q
D(p)dp = t54mp*dp

Note la ausencia del factor 2, ya que en este caso solo tenemos una orientacién de espin. La
densidad de estados de energia queda entonces:

Q
D(e)dp = W47‘(‘62d6

El ntimero promedio de neutrinos a temperatur 7', es:

< N > —/ f(e)D(e)de
0
_ 47Q /°° e2de
R3S Jy 14 efe

_ 4nQ 1 /°° z2dx
SRS A\B) Sy 14t




Haciendo los célculos numéricos:

<N >

= Para la energia promedio

Q

=7,6x 10°T°(m™?)

<E>= /000 f(e)eD(e)de

Numéricamente:

47} /°° e3de
h3c3 Jy 1+ ePe
x3dx

A7) (1 /OO
33 \B*) Jo 1+e*

<E> 1 (kT)*

4. Campo critico en un superconductor

B-H

~ 30 (he)3
= 3,3 x 107174 (J/m?)

» La magnetizacion es: M = = . En un superconductor tipo I el campo B dentro del mate-

rial es cero.

. _ -H
Por lo tanto: M = s

El cambio en energia libre debido al cambio en el campo externo es:

5F:—V-M~dH:KH-dH
47

Utilizando este resultado se puede calcular la energia libre del estado superconductor como:

Fy(H)

F,(0) +/0H dF

V H
F — H -dH
(0) + 47r/0

Vv
F, — H?
(0) + 3

La transicién al estado normal ocurre cuando la energia libre del estado superconductor

iguala a la del estado normal:

V
Fy(H.) = Fs(0) + 7H3

8
FN<HC) = Fn(o)



Entonces a campo cero: F,(0) — Fy(0) = g-HZ. la discontinuidad en la entropia en la
transicién de fase se calcula como:

F
(%)
or HV
V __ 0H,
n— Ps — _7H07
5 5 47 or
= El calor latente en la transicién es:
q= T(Sn - Ss)
_ _Vry OH,
47 or

s El calor especifico es:

oS
C_T(aq'>
T | (0H.\? 9%H,
Cn_CS_ZlW[( 87’) +Hc<672 )]

Como la transicién es de segundo orden a campo cero H.(7.) = 0. Por lo tanto:

T 3H62
= 0r Uor
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FORMULAS GENERALES

1. Funciones de estado y relaciones de Maxwell

Energia interna: U dU =TdS — pdV
Entalpia: H=U+pV | dH =TdS + Vdp
Enrgia libre: F=U-TS | dF =—-SdT — pdV
Entalpia libre de Gibbs : | G=H — TS | dG = —SdT + Vdp

TVS =—pSV, TpS=VSp, pIT'V=SVT, VIp=-SpT

TdS = CydT + TpTVdV y TdS = CpdT — TV Tpdp

2. Para un gas ideal:

T v T »
Sm=Cyln|_— |+ Rln ()—I—Sm Sm = C, ln<>—Rln <>+S;n
v <T0> Vo 0 p T 20 0

3. Ecuaciones de Helmholtz:
uovr=Tpl'V—-p , HpI' =V —=TVTp
para una superficie muy grande: Wi, = —vdA, en donde la tensién superficial es

vy=UAS =FAT

4. Valores esperados en términos de la funcién de particién.

_ 0In(Z2) . 0In(2) B 0In(Z) L 20%In(2)
E = a5 p=kT 5y S=kIn(Z) - kp 95 Cy = kp 3
_ _ 9In(Z) . .0In(2)
F = —kTlh(Z) , a= aN 0 M= kT AN,
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