Electromagnetism Qualifying Exam
Prof. Edgar J. Patifio

The exam consists of a total of 4 questions. In each one you’ll find its grade giving a total
of 10 points.

1. (2 POINTS) A current | flows down a long straight wire of radius a. If the wire is made of
linear material such as copper with magnetic susceptibility Xm (i.e. M= Xn H ) and the
current is distributed uniformly.

What is the magnetization at a distance s from the axis for: a) s<a and b) s>a. c¢) Find the
bound currents? d) Represent M and bound currents in a drawing.

2. (2 POINTS) A very long cylinder, of radius R, carries a uniform polarization P
perpendicular to its axis (Careful: uniform, not radial) Find the electric field inside the
cylinder. Show that the field outside the cylinder can be expressed in the form

2

E =
2,12

[2(P.7)7 — P]

3. (3 POINTS) DISCHARGE OF A CYLINDRICAL CAPACITOR
A cylindrical capacitor has internal radius a, external radius b > a, and height h >>b.

For t <0, the two cylindrical plates have charges £Qo, respectively, and are disconnected. At
t = 0 the plates are connected through a resistor R as in Figure below. We assume that
during the discharge i) the slowly varying current approximation holds, ii) the surface charge
density on the plates remains uniform, iii) we can neglect the e/#cts of the external circuit
and the resistance of the plates, iv) other boundary e /#cts are negligible. We use a cylindrical
coordinate system (r,¢,z) with the capacitor axis as z axis, and the origin at the center of the
capacitor.

a) Calculate the current | = I(z, t) flowing on the plates, the magnetic field B = qT)B¢ (r,z,t)
and the Poynting vector S for |z| << (h/2) inside the capacitor.



-0Qo

4. (3 POINTS) MAGNETIC BIREFRINGENCE

An EM plane wave of frequency o travels in a medium in the presence of a static uniform
magnetic field Bo = Bo Z, where 2 is the z unit vector of a Cartesian reference frame. Bo is
much stronger than the magnetic field of the wave. The direction of the wave propagation is
also parallel to 2. The medium contains ne bound electrons per unit volume, obeying the
classical equations of motion

,
d°r v dr
5 :—e(lz+—><B)—ma%r. v=—.
dr- c dr

Mg

where me and e are the electron mass and charge, respectively.

a. Show that the propagation of the wave depends on its polarization (Birefrigence) by
evaluating the refractive index for circular polarization, either left-handed or right-handed.
Start by expressing the electric field of a circularly polarized EM light in complex notation:

E. = E(&=iy)e e,

The effect of the magnetic field o the wave (much smaller than the external field Bo) may be
neglected. Look for solutions of the equation of motion for electrons of the form:

1_,1 — Vi(i i ii\.:}clk:—lcuf i

With vy = —iwry.
HINT: Recall that the electric polarization, may be expressed in terms of electric

susceptibility Xe or dielectric constant ¢ (i.e. P= Xe E=(e — 1/4m) E ). Where the index of
refraction n = +/e.
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Ph. D. Qualifiers Exam, Mechanics (2020-I)
Total marks 100

I(20 marks)

In the atmosphere vapour condensates on a dust particle falling on earth.
The condensation will be more efficient, the bigger the surface, assumed here
to be a sphere. Hence, the rate A\(¢t) = dm(t)/dt = adrr?, where a is a
constant and m(t) the mass of the particle. Assume that the mass and the
volume V(t) grow in such a way that the density py is constant.

(i) Calculate m(t) in terms of py and mg, where mg is the initial mass of
the dust particle.

(ii) Calculate the velocity v(t) with vy = v(0) = 0.
(iii) Calculate the position x(t) with zo = x(0).

IT(20 marks)

Given is a central force F(rr) = f(r)# such that the effective potential has an
extremum (minimum or maximum) at ry.

(i) Write down the differential equation for the variable r. Start with the
second law of Newton, use the fact that the radial component of the
acceleration is

ay =i — r6? — r¢*sin 2(0)

Choose appropriately € and recall that 7"&2 = m%;
(ii) Let g(r) = —f(r)/m where m is the mass of the test particle which

moves on a circle with disturbances, i.e., r = ro + x with z/rqg < 1.
Derive the equation of motion for z(¢). You can expand g(r) around
To-

(iii) Solve the equation for z(t) depending on the minimum or maximum.

ITI(30 marks)

Two blocks of equal mass m that are connected by a rigid bar of length [ and
negligible mass move without friction along a given path given in the figure,
i.e., one mass moves along the y-axis and the other one along the z-axis.
The gravitational attraction of the earth acts along the negative y-axis. The
generalized coordinate is a.



»
|

X

(i) Find the Lagrangian L in terms of the generalized coordinate.

ii) Find the equation of motion and the general solution in the form t—tq =
ii) Find th ti f moti dthe g | solution in the f t—t
f(«), where f(«) is an integral. Hint: The integrating factor is c.

IV (30 marks)
Given is the classical Hamiltonian

1 2\ 2
Ha=5 (7= 54) +eo
2m c

where A and ¢ are the electromagnetic potentials from which one derives the
electric and magnetic fields via E = —V¢ — (1/¢)dA/0t and B = V x A.
Using the Hamilton equations, derive the equation of motion for 7(¢) in terms
of the electric and magnetic fields.
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Universidad de los Andes-Dpto. de Fisica
Mecédnica Cuantica - Enero/2020

Examen de Conocimientos - Doctorado

1. Nota=1/5 Considere una particula de masa m confinada en un pozo de potencial infinito que

se extiende desde x = —% hasta x = §. En este caso las condiciones que se deben exigir a
las funciones de onda estacionarias son: (i) Anularse para z < —§ y para x > § y (ii) estar

normalizada.

(a) Encuentre los valores propios de la energia, F,,.

(b) Exprese las funciones de onda estacionarias debidamente normalizadas, (z|¢,) = ¢, (z).
Discuta las propiedades de simetria de estas funciones con respecto a la inversién x — —x.

Suponer que el estado de la particula a ¢t = 0 es una superposicién de los 4 estados estacionarios
de més baja energia |U(0)) = a1|¢1) + az|p2) + as|¢ps) + as|ps), donde este vector de estado esta
normalizado, 3¢, |a,|? = 1.

(c) Calcular la probabilidad de encontrar un valor de energia menor que g’ig‘; at=0.

(d) Calcular la incertidumbre en la energia a ¢t = 0.
(e) Determinar ahora el estado del sistema al instante ¢. Como cambian los resultados en (c)
y (d) si se calculan en un tiempo t > 07.

2. Nota=1/5 Un sistema formado por dos particulas, cada una de spin 1/2, estd descrito por el
Hamiltoniano

H=A(S;.+55.)+ BS; - S, (1)

donde A y B son constantes reales y positivas.
(a) Determine los niveles de energias del sistema y sus correspondientes estados estacionarios.

(b) Al instante ¢ = 0 el sistema se encuentra preparado de tal forma que la particula 1 estd
polarizada a lo largo del eje z, es decir su estado es |+ >;, mientras que la particula 2 se
encuentra en un estado cualquiera |¢ >o= a|+ >3 +8|— >9, donde |af* + || = 1. En ese
momento inicial el estado del sistema es entonces |¢(0) >19= |+ >1 ®|¢ >2. Determine la
dependencia temporal de la polarizacion de la particula 1, es decir

< 1a(t)]S1slta(t) >
a h/2 (2)

P (1)

Discuta el signficado de su resultado en los casos limites A > By A < B.



3. Nota=1.5/5

(a) Se tienen dos qubits (qubit = sistema cuédntico de dos niveles) A y B con bases permitidas
Za=1{]04),|14)} y similarmente Zp. Considere el siguiente estado enredado expresado en la
base Z4 ® Zp

W ap) = x}§<|oAlB>-—\1AoB>> 3)

Exprese el anterior estado en la nueva base G4 ® Gp donde G, = {|0,),|1,)} conv = A, By
= ¢ ¢
0,) = cos(2)[0,) +sen(2) 1) (@

1) = —sen($)[0,) + cos(I1,)

(b) Calcular el valor esperado

~ =
(Wap|(f-64) @ (M- 05)|Vag) (5)
donde &_A> = (04,4,0y,4,0,,4) representa el conjunto de matrices de Pauli para el qubit A

(similarmente para el qubit B). Expresarlo en términos del angulo ¢ formado entre si por los
dos vectores clasicos unitarios n y m.

(c) Sea el operador densidad que describe el estado del sistema de dos qubits dado por
. 1—F\ -
pap = F|Vap)(Yap| + (4) I4p (6)

donde F' es una cantidad escalar real positiva entre 0 y 1 mientras que I 45 es la matriz identidad
4 x 4. Corresponde este operador densidad a un estado puro o a un estado mixto?. Justifique
Su respuesta.

(d) Se definen los siguientes operadores:

A = 64,
A = G4.c08(¢) + G4u5en(9)
B = 6p.
B' = 6p.cos(¢) — Gpasen(9)

donde ¢ representa matrices de Pauli. Determine el rango de valores de F' del operador densidad
del literal (c¢) para el cual psp viola la desigualdad de Bell

|<A@B>+<A®B>4+<A@B >-<A®B >|<2 (7)



4. Nota=1.5/5 Considere un sistema de fermiones idénticos con sélo dos sitios accesibles Ay B,
y dos posibilidades de spin en cada sitio 1,]. Sean é&ya y Cx, los operadores fermiénicos de
creacion y aniquilacion de una particula en el sitio X = A, B con spin ¢ =1, |.

(a) Hasta cudntos fermiones puede contener este sistema?.

(b) Qué representa el operador ny , = é}’oéxp?. Si nos restringimos a la situacién de medio-
llenado, es decir, tenemos la mitad del niimero maximo de fermiones permitidos, y los fermiones
interactian de la forma dada por el siguiente Hamiltoniano

Hy=U Y fxqyix, (8)
X=A,B

escriba explicitamente los 6 estados propios de Hy en términos de combinaciones de los oper-

adores éTXU actuando sobre el vacio de fermiones y las energias correspondientes.

(c) Considere ahora nuevos términos en el Hamiltoniano total

. . Ve 4 . .
H=Hy+ Z (—tc&’gcxﬂ + 5 CE(UCT;( CX,&CXp> (9>
X, o

donde los simbolos con barra significan los contrarios. Identifique 2 de los 6 estados propios de
Hys que siguen siendo estados propios de H. Explique por qué lo siguen siendo. Construya la
matriz que representa al operador H en el sub- espacio de los 4 estados propios de Hy que NO
SON estados propios de H.

(d) La anterior matriz 4 X 4 se puede reducir a 2 matrices independientes cada una 2 x 2 por
medio de la tranformacién unitaria

- U o -1 (1 1
= - = — 1
T (O U) con U \/§<1_1> (10)

Encuentre los estados propios y energias exactas de H.
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AYUDAS

1. Integral que resulta tutil:

/”/2 dusen? (1) = (11)

—7/2

2. Matrices de Pauli en la base standard

. (01 (0 =i . 10
() e (0) ) w

3. Algunas propiedades de las matrices de Pauli:

0w = 06 (13)

donde 1 es el operador identidad y la segunda linea es igualmente vélida para permutaciones
ciclicas de z, y y z.

4. Vectores propios de la componente @ de spin-1/2, Su, con & = (0,¢), en términos de la base
standard:

) = cos(Q)eE ) +sen()e'd |
0, .o 0, .o
= sen(D)e ) — cos(§)e't ) (1)
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Universidad de los Andes-Dpto. de Fisica
Mecédnica Cuantica - Enero/2020

Solucién Examen de Conocimientos - Doctorado

1. Nota=1/5 Considere una particula de masa m confinada en un pozo de potencial infinito que

se extiende desde x = —g hasta x = 5. En este caso las condz’ciones que se deben exigir a
las funciones de onda estacwnamas son: (i) Anularse para x < —§ y para x > § y (i) estar
normalizada.

(a) Encuentre los valores propios de la energia, E,.

Se trata de resolver la ecuacion de valores y funciones propias
W d¢(x) d2¢( )
2m da?

donde k = /2%, La solucién general de la Ec.(1) se escribe

+ k& p(z) =0 (1)

= E¢(z) <

¢(1‘) — Aeikm _i_Befikx (2>
Como se tiene que cumplir ¢(—a/2) = ¢(a/2) = 0 se tiene
Ae™' 4 Be't = 0

Ae'S + Be 'S = 0 (3)

Para obtener soluciones no triviales para A y B se debe tener que el determinante del anterior
sistema se anule:

=0 (4)

2_2
k‘:nW@En:<h7r>n2 (5)

conn=1,23, ...

(b) Ezprese las funciones de onda estacionarias debidamente normalizadas, (x|p,) = ¢n(x).
Discuta las propiedades de simetria de estas funciones con respecto a la inversion x — —zx.

Las funciones propias (normalizadas) correspondientes a valores impares de n, entre ellas la del
estado fundamental n = 1, corresponden a A = B y por lo tanto son

On(z) = \/gcos (er) , n=13,5,.. (6)



mientras que las asociadas a valores pares de n, corresponden a A = —B y por lo tanto son

On(z) = \/gsen <n7rz> , n=2,4,6,... (7)

Las funciones de onda de estados estacionarios con n impar, entre ellas la del estado fundamental
n = 1,son PARES o SIMETRICAS bajo la inversién z — —z. Por el contrario, las funciones
de onda de estados estacionarios con n par son IMPARES o ANTI-SIMETRICAS bajo
la inversién x — —ux.

Suponer que el estado de la particula at = 0 es una superposicion de los 4 estados estacionarios
de mds baja energia |V (0)) = a1|d1) + az|d2) + as|ds) + as|Ps), donde este vector de estado estd
normalizado, Y4 _, |an|? = 1.

(c) Calcular la probabilidad de encontrar un valor de energia menor que 62’;?222 at=0.

Al medir la energia de la particula a ¢ = 0 se pueden encontrar los siguientes valores posibles
de energia con sus correspondientes probabilidades

B=ft . Pl
Ey = Z;T:Zj , Po= |CL2|2
E3 = 27:222 , P3= |6l3|2
E4:1§::CZQ Py = Jadl
Entonces, la probabilidad de encontrar un valor de energia menor que 627;3222 es igual a

P =P+ Py = |a1|* + |az|?, porque s6lo se podria encontrar en los estados |¢1) v |d2).
(d) Calcular la incertidumbre en la energia a t = 0.

Dado que se cumple H|¢,) = E,|¢,), el valor medio de la energia se puede escribir como

A

@) = WOIO) A A A
= |a1[*(o1|H|pr) + |as|* (9o H|p2) + |as|*(ps| H|ps) + |as]*(da| H|ps)

= |a[*Er + 0o Ey + |ag|* Es + |ag|* B, (8)
7T2h2 4 )

= 5o 2" lanl’ (9)
2ma® ‘=

Para calcular la incertidumbre en energia es necesario antes calcular

(H?) = ($(0)|H*4(0))



= Ja1 X1 [H?|p1) + |aa|*(da| H?| ) + |as|*(Pa| H|ps) + |aa|*(pa| H2s)
= a1l E} + |azPE3 + |as|*E5 + |a4|*E}

71.27312 4
=

)* Z_:lnﬂan!? (10)

2ma?

Por lo tanto la incertidumbre en energia es

Al = i) - (A
7T2h2 4 4
= o > ntlanf? = (3 n?la,/?)? (11)
n=1 n=1

(e) Determinar ahora el estado del sistema al instante t. Como cambian los resultados en (c)
y (d) si se calculan en un tiempo t > 07.

Al instante t se tiene como vector de estado
[U(t)) = alef%EltWﬁ + 0267%E2t\¢2> + a3€7%E3t|¢3> + a4€7%E4t\¢4> (12)

Los resultados obtenidos en (c¢) y (d) permanecen inalterados y vélidos para cualquier tiempo
t>0.

. Nota=1/5 Un sistema formado por dos particulas, cada una de spin 1/2, estd descrito por el
Hamiltoniano

H=A(S:.+5,.)+ BS, - 5 (13)

donde A y B son constantes reales y positivas.
(a) Determine los niveles de energias del sistema y sus correspondientes estados estacionarios.

El spin total del par de electrones es:

=35 +5, (14)
Como
Sl,z + SQ,Z = gz Y §1 : §2 = ; lSQ - 37212] (15)
el Hamiltoniano se puede también escribir como
H=AS, + g [5@ - 327;‘2] (16)

3



Por lo tanto los estados propios de H son los mismos estados propios de los operadores de spin
total: S, y S? (con S = 0,1). Entonces, vectores y valores propios son:

1,1> — EM:AhnLBjQ

1,0 > — ELO:BILQ

1,-1> — E1,1:—Ah+ih2

0,0 > — EO,O:—SLTQ (17)

donde cada ket esta en la notacién |[S,M >, S =0,1y =S < M < S.

(b) Al instante t = 0 el sistema se encuentra preparado de tal forma que la particula 1 estd
polarizada a lo largo del eje z, es decir su estado es |+ >1, mientras que la particula 2 se
encuentra en un estado cualquiera |¢ >o= a|+ >9 +8|— >, donde |a|?* + |B|> = 1. En ese
momento inicial el estado del sistema es entonces |(0) >12= |+ >1 ®|p >4. Determine la
dependencia temporal de la polarizacion de la particula 1, es decir

< ia(t)]S1sa(t) >

(1) = 18
Discuta el signficado de su resultado en los casos limites A> B y A < B.
Al instante inicial se tiene
[W(0) >12 = [+ >1 ®[p >
= al+,+>+6/+,—>
5
= 1,1 >4+—11,0 > 40,0 > 19
al e I | ] (19)
Entonces
(1) >10= ce "1 1 > +\f§ [e7#51011,0 > +e7#5001]0,0 > (20)
La probabilidad que se pide es:
< h1o(t)|S1a |1 a(t) >
(1) = : o
Pralt) h/2
Eig—E
— Jaf* + |8cos (210200 )
= 1 —|B|*sen?(2hBt) (21)

4



Si A > B se tiene B ~ 0, entonces Py .(t) ~ 1. Note que P, ,(t) no depende de A. Por lo
tanto, se tendrd Py .(t) = 1 — |3|?sen?(2hBt) para cualquier valor de A < B.

. Nota=1.5/5

(a) Se tienen dos qubits (qubit = sistema cudntico de dos niveles) A y B con bases permitidas
Za=A[04),|14)} y similarmente Zg. Considere el siquiente estado enredado expresado en la
base Z, ® Zp

1
NG

Exprese el anterior estado en la nueva base G4 ® Gy donde G, = {[0,),|1,)} conv=A, By

[Wap) = —=(1041p) — [1405)) (22)

10,) = COS(?)\O,,> + sen(g)\l,ﬁ (23)

1) = —sen($)I0,) + cos()I1)

El cambio de base se puede respresentar como

( }?yi > _ ( cos(%) Sen(%’)

Para la transformacién inversa basta cambiar ¢ por —¢
oy _ [ 0
()= (&) ) (0)) )
1) sen(f)  cos(3) 1)

1 1
v = —(|041lp) = |140B)) = —=
[Vas) \/Q(IAB> [1405)) 7
Como se puede ver, este estado singlete (uno de los denominados estados de Bell) mantiene la
misma forma bajo cualquier rotacién comun de bases de Ay B.

Se obtiene finalmente

(10415) = [140)) (26)

(b) Calcular el valor esperado
~ = =
(Wap|(n-64) @ (m-65)[Vap) (27)

= o N A . . . . .
donde 64 = (64,4,0,.4,0,.4) representa el conjunto de matrices de Pauli para el qubit A (sim-
ilarmente para el qubit B). Ezpresarlo en términos del dngulo ¢ formado entre si por los dos
vectores cldsicos unitarios . y m.



Si expresamos los vectores unitarios en términos de sus angulos polares 6,6 y azimutales n, n/
como

1 = (senfcosn, senfsenn, cosd) (28)

m = (senf'cosn’, senf'senr) | cost’)

podemos escribir

P cosf  senfe ™
n-oA= < senfe™  —cosf (29)
y -
— s cosf  senfe™""
Mo = ( senf'e™  —cosh’ (30)
Por lo tanto en la base Z4 ® Z = {|00), |01),|10),|11)} tenemos
cosfcost’ cosfsend e~ senfe~costl  senfe “send e
(7-53) (7 57) = cosfsend e’ —cosfcost’ senfe~senf' e  —senfe "cost’
A B/ — senfecosf’  senfesend e~ —cosfcost’ —cosfsenf e
senfesend e —senfecosl’ —cosfsend e’ cosfcost’
(31)
El valor esperado solicitado se puede escribir
0
SN o (7 = 1 S = (= 1
(Wap|(7- 53) ® (i 78)| Wap) = 5 (0, 1, =1, 0)( (a-7A) (W 5B) ) O (32)
0
y finalmente
(Uap|(A-54) @ (M- 55)|Wap) = —cosfcosd — senfsend cos(n — 1) = —cose (33)
(c) Sea el operador densidad que describe el estado del sistema de dos qubits dado por
. 1—-F\ -
pas = FIVan)(Wasl + (— ) Lo (34)

donde F' es una cantidad escalar real positiva entre 0 y 1 mientras que Iap es la matriz identidad
4 x 4. Corresponde este operador densidad a un estado puro o a un estado mizto?. Justifique
su respuesta.

El estado descrito por el operador densidad pap corresponde a un estado puro soélo si F' =1
(Tr{p4s} = 1) y corresponde a un estado mixto si 0 < F' < 1 porque

F(1-F)

Pap =F?| Wap)(Vap | + 9

s+ (M) 1 )



Dado que Tr{| Wap){(Vap |} =1y Tr{lap} = 4 entonces

2
3F +1<
1 <

Tr{php} = 1 (36)

(d) Se definen los siguientes operadores:

A = &A,z
A = G4.,CO8(@) + G4 zsen()
B = op,

B/ = &B’ZCOS<¢>—&B7$SGH(¢)

donde & representa matrices de Pauli. Determine el rango de valores de F' del operador densidad
del literal (c) para el cual pap viola la desigualdad de Bell

|<A®B>4+<A@®B>+<A@B >—-<AB >|<2 (37)

Con la ayuda de la Ec.(33) se calculan los 4 valores esperados

<A®B>=Tr{pipoa.®0p.} = F(U,p | 0a.@0p. | Uap) + Tra{oa.}Tre{op.} = —F(38)

<A ®B>= Tr{pap(ca.cos(¢) + gazsen(¢)) ® op.} = —Fcos(9) (39)
<A® B >= Tr{papoa.® (0p .cos(p) — opsen(p))} = —Fcos(¢) (40)

<A@ B >=Tr{pip(0.4.c08(¢) + 0a5en()) ® (05..co8(¢) — opsen(¢))} = —Fcos(2¢)(41)
Entonces,
|<A®B>+<A@B>+<A@B >—-<A®B >|=2F|1+ cos(¢) — cos’(¢)| (42)

Este tltimo resultado presentard un maximo cuando cos(¢) = 1/2 con un valor de 5F/2. Por
lo tanto, si F' < 4/5 la desigualdad de Bell siempre se mantiene vélida (no presenta violacién
alguna).



4. Nota=1.5/5 Considere un sistema de fermiones idénticos con sdlo dos sitios accesibles A y
B, y dos posibilidades de spin en cada sitio T,]. Sean 6}70 Y Cx,, los operadores fermionicos
de creacion y aniquilacion de una particula en el sitio X = A, B con spin o =1, .

(a) Hasta cudntos fermiones puede contener este sistema?.
Este sistema de dos estados con spin puede contener hasta un maximo de 4 fermiones.

(b) Qué representa el operador nx , = c} oCx.0 7. St nos restringimos a la situacion de medio-
llenado, es decir, tenemos la mitad del nimero mazrimo de fermiones permitidos, y los fermiones
interactian de la forma dada por el siquiente Hamiltoniano

Hy=U Y fxsix, (43)
X—A,B

escriba explicitamente los 6 estados propios de Hy en términos de combinaciones de los oper-

adores é_TXU actuando sobre el vacio de fermiones y las energias correspondientes.

Sea iy, = i ,éxo €l operador nimero de fermiones en el estado | X, o). Situacién de medio
llenado implica que nos restringimos a considerar estados con exactamente 2 fermiones. Los
estados posibles son entonces

1) = cB TCAT|0> , E1=0 (44)
|2) chicA¢|O> , Ey=0
|3) —CB¢CAT|0> , E3=0
|4) —cBTcA¢|0) , FE,=0

5) = CATCA¢|O> , Es=U
6) = CBTCB¢|0> , Ee=U

(c) Considere ahora nuevos términos en el Hamiltoniano total

A . V . o
H=Hy+)Y_ (—tc&ygcxa + 5 ek el 5Cx5Cx, ) (45)
X,o
donde los simbolos con barra significan los contrarios. Identifique 2 de los 6 estados propios de
Hy; que siguen siendo estados propios de H. Ezxplique por qué lo siguen siendo. Construya la

matriz que representa al operador H en el sub- espacio de los 4 estados propios de Hys que NO
SON estados propios de H.

Los estados polarizados de spin |1) v |2) son estados propios de H con valores propios idénticos
a 0. Los nuevos términos H, = —t > Xo c}acxﬂ y H, =Y ZXUCE(U E(&cx,gcxﬂ no tienen



efecto sobre estos estados porque: (i) el primero transporta un fermién de un sitio a otro sin
cambiar su spin lo cual es imposible sobre estos estados, por el principio de exclusién de Pauli;
(ii) el segundo empieza aniquilando un fermién en cada sitio con spins distintos. Sobre los
estados restantes las acciones de H, y Hy vienen dadas por

Hif3) = —([5) +[6))
Hi|4) = —t(5) +[6))
) = —t(3) + 1))
H|6) = —t(|3) +[4)) (46)
y
Hy[3) = VI4)
Hyl|4) = VI3)
Hyl5) = 0
Hyl6) = 0 (47)
Por lo tanto la representacion matricial de H en estos 4 estados es
0o VvV —t —t
S Vo 0 —t —t
=12 o+ v o (48)
-t —t 0 U

(d) La anterior matriz 4 X 4 se puede reducir a 2 matrices independientes cada una 2 X 2 por
medio de la tranformacion unitaria

A U 0 -1 (1 1
Tz(o U) con U:\/§<1 _1> (49)

Encuentre los estados propios y energias exactas de H.

Se tiene que hacer:

0o Vv —t —t V 0 -2t 0

- U o Voo —t —t|[(U o0 0 -V 0 0
H_<0 (7) —t —t U 0 <0 m)— 2% 0 U 0 (50)

—t —t 0 U 0 0 0 U
Se encuentra que |e;) = %(|3> — |4)) es estado propio de H con energia e; = —V y |ey) =

%(|5> —6)) es estado propio de H con energia e, = U. Notar que el estado |e;) no es otra cosa

9



que el estado triplete con componente z de spin S, = 0 que acompana a los dos otros estados
tripletes polarizados |1) y |2).

Los dos estados restantes %(|3) +4)) vy %(|5> +16)) estén acoplados por H. Diagonalizando
la matriz 2 x 2 que queda se obtienen los siguientes valores propios:

65 = ;[U+V+\/(U—V)2+16t2]

1
e = 5 [U+V—\/(U—V)2+16t2] (51)
y vectores propios correspondientes (normalizados):

()= ( fiin(@) o 5 ) 52

NN
INISSECIISY
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Examen de Conocimientos — Mecanica estadistica

1. (20) (Pregrado) Dos sistemas, Ay B, tienen el nimero de microestados en funcion de la energia que
indica la siguiente tabla:

EA QA EB QB
1 1 1 1
2 4 2 8
3 9 3 27
4 16 4 64

Si estos sistemas estan en contacto, y la energia total es E1=5,

a) Encuentre el estado mas probable, descrito por Ex*.

b) Encuentre la probabilidad de estar en un estado donde Ex> Ex* y donde Ea< Ep*.
c) Encuentre el flujo de energia esperado si el sistema comienza en Ex*.

d) Haciendo una aproximacién continua, donde Qa=a* Ea? y Qs=b* Eg3, encuentre la energia de
equilibrio y la temperatura.

2. (20) (Pregrado) Potencial quimico

a) Obtenga el potencial quimico por molécula para un gas ideal a partir de

3
_ V (4TmE\2 5
§ =Nk [ln<ﬁ(3Nh2) >+5]'

b) Obtenga el potencial quimico por molécula para un gas de van der Waals a partir de

Cy
O = (£ (-0
EnV — CV VCV n ’
¢) Suponga que un gas de atomos x se comporta como un gas de van der Waals, mientras que su
versién diatdmica x, se comporta como un gas ideal. Para un nimero total N de 4tomos, una

temperatura T dada y un volumen total V dado, halle la condicién de equilibrio y las ecuaciones para los
numeros de 4tomos y moléculas en equilibrio.

3. (30) (Postgrado)Una aleacion binaria de metales consiste de Na atomos del metal A y Ng atomos del
metal B. Los atomos se encuentran en una estructura cristalina cubica con interaccidn con los 6 vecinos
mas cercanos. Asuma una energia de interaccion atractiva (-J) para vecinos iguales y repulsiva (+J) para
pares diferentes.

a) Cudl es la configuracidon de minima energia?



b) Estime la energia total de interaccidon asumiendo que los 4tomos se encuentran distribuidos
uniformemente, es decir, con probabilidades independientes y proporcionales a su densidad.

c) Estime la entropia de mezclado en la misma aproximacion.

d) Usando esto obtenga la energia libre F(Na,Ns). Escribala en términos de x=( Na-Ng)/N. Expanda F a
cuarto orden en x y muestre que la condicién de convexidad se pierde por debajo de una temperatura
Te.

e) Usando la expansion del punto anterior, grafique F(x) para T> T, T=Tc y T<Tc. Para T<T¢, existe un
rango de x<|xs(T) |tal que F(x) no es convexo y por tanto la composicion es localmente inestable.
Encuentre xs(T).

f) La aleacidn se separa en 2 fases con alta densidad de A y B respectivamente, con composicion +xeq(T).
Dado que Xeq(T) minimiza F(x), encuentre Xeq(T).

g) En el plano (T,x) ilustre la frontera £xeq(T) y Xs(T).

4. (30) Un gas clasico de datomos indistinguibles no interactuantes esta en equilibrio a temperatura T en
un recipiente de volumen V y area superficial A. Los atomos tienen energia potencial 0 en el volumeny
energia potencial -Ep cuando se adhieren a la superficie, donde se comportan como un gas ideal
bidimensional.

a) Encuentre la funcion de particidn y la energia libre de Helmholtz para cada fase.

Nsuperficie

b) Encuentre una expresion analitica para la densidad superficial o, ) = en funcién de la

Nyolumen

densidad n = y la temperatura. La expresion resultante muestra el interesante efecto de que o

seria 0 si fi fuese 0.

') xz N
Expresiones Utiles: — [ _e”"2dx=1 N!=» (—)



Examen de Conocimientos — Mecanica estadistica - Solucion

1. (15) (Pregrado) Dos sistemas, Ay B, tienen el nimero de microestados en funcién de la energia (en
unidades arbitrarias) que indica la siguiente tabla:

EA QA EB QB
1 1 1 1
2 4 2 8
3 9 3 27
4 16 4 64

Si estos sistemas estan en contacto, y la energia total es E1=5,

a) Encuentre el estado mas probable, descrito por Ex*.

Ea Qa Es Qp Qr
1 1 4 64 64
2 4 3 27 108
3 9 2 8 72
4 16 1 1 16
Suma: 260

El (macro)estado mas probable es Ex*=2.
b) Encuentre la probabilidad de estar en un estado donde Ex> Ex* y donde Ea< Ep*.

De la tabla, la probabilidad de estar en un estado donde Ex> Ex* es (72+16)/260=34% y la probabilidad
de estar en un estado donde Ex< Ex* es 64/260=25%.

c) Encuentre el flujo de energia esperado hacia el sistema A si éste comienza en Ep*.
<AE>=-1*64/260+1*72/260+2*16/260=0.15

d) Haciendo una aproximacion continua, donde Qa=a* Ex? y Qp=b* Eg3, encuentre la energia de
equilibrio y la temperatura.
dlogQt 2 3
dE, E, E;—E,

2

2. (15) (Pregrado) Potencial quimico

a) Obtenga el potencial quimico por molécula para un gas ideal a partir de

3

_ V (4mmE\2 5
§ =Nk [ln<N(3Nh2) >+2]'




2| =
N
o] =
2|3
>~ =
N
S
.
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N
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|
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,/7'_ = —kin ( -

Utilizando E = 3 NKT

KT V [(2zmkT)\ ?
H n\ % 2

b) Obtenga el potencial quimico por molécula para un gas de van der Waals a partir de
Cv
E an\k (V nNy4
QEnvz(_+_)k (__b) .
(g CV VCV n
S = kinQ)
S=a 1..( LA ,”‘\_ ) + kNin (‘ \ : 1.)
v NaVo N ,

j (:L\')
T ION ) o

1 a (\‘.\" ) VN,
e e i S [ oo ..
Ey 2N _ N, Vo, NBN - VN,)
1 Jas 1
T OE =+ x%-
E aN aN
’ T o v E = Te —
o NV Y VN,

Remplazando lo anterior,
‘ VN VN
p= = KTIn [ =2 r,) Y —L
Nt N (BN -VN,)

c) Suponga que un gas de atomos x se comporta como un gas de van der Waals, mientras que su
versién diatdmica x, se comporta como un gas ideal. Para un nimero total N de 4tomos, una
temperatura T dada y un volumen total V dado, halle la condicidn de equilibrio y las ecuaciones para los
numeros de dtomos y moléculas en equilibrio.

Eu equilibrio, los potenciales quimicos de los dos sistemas deben ser ipuales:

Vv 2emkT * i VN, VN,
—kTI = ———+kTI — — B Th—m«——
' (-‘*’ — Ny ( E ) ) NaV ”( Ny ’)+ 6Ny — VN.))

Resolviendo la ecuacion anterior se puede encontrar el numero de moleculas
¥ atomos




3. (35) Una aleacion binaria de metales consiste de Na 4tomos del metal A y Ng atomos del metal B. Los
atomos se encuentran en una estructura cristalina clbica con interaccion con los 6 vecinos mas
cercanos. Asuma una energia de interaccion atractiva (-J) para vecinos iguales y repulsiva (+J) para pares
diferentes.

a) Estime la energia total de interaccidon asumiendo que los atomos se encuentran distribuidos

uniformemente, es decir, con probabilidades independientes y proporcionales a su densidad.
E_ - S Lg 7o -0z =/ Adn Ao iC
| R - . -

e - —ae 2
, !

Ry £

b) Estime la entropia de mezclado en la misma aproximacion.

c) Usando esto obtenga la energia libre F(Na,Ns). Escribala en términos de x=( Na-Ng)/N. Expanda F a
cuarto orden en x y muestre que la condicién de convexidad se pierde por debajo de una temperatura
Te.

e o

; oo AT
_.:I E . : - N _-"{-.
g . - < ‘— >
- = Ao s - —_ _ -
{:’.. . & L. g II._z :-. k _.: — I| i - -.'I .
O | - 4 o .
b o /’ll oA 1'{ = “ :f_,./'l = T — /—: 3
= { > B o
- _.,--_{'T.-_

d) Usando la expansién del punto anterior, grafique F(x) para T> T¢, T=Tc y T<Tc. Para T<T¢, existe un
rango de x<|xs(T) | tal que F(x) no es convexo y por tanto la composicion es localmente inestable.
Encuentre xs(T).

L i
L e
i - e -
- Lo o . ) -
7 o , . T
L e mam L g (—"} vy : —
., ., _..j' - I-. ,I__}{
. -~
e -

e) La aleacién se separa en 2 fases con alta densidad de A y B respectivamente, con composicion +Xeq(T).
Dado que Xeq(T) minimiza F(x), encuentre Xeq(T).



4. (35) Un gas cldsico de atomos indistinguibles no interactuantes esta en equilibrio a temperatura T en
un recipiente de volumen V y area superficial A. Los atomos tienen energia potencial 0 en el volumeny
energia potencial -Ep cuando se adhieren a la superficie, donde se comportan como un gas ideal
bidimensional.

a) Encuentre la funciéon de particion y la energia libre de Helmholtz para cada fase.




., yn . . . N ici .,
b) Encuentre una expresion analitica para la densidad superficial o, 7y = —S”pjf‘”e en funcién de la
. N
densidad n = %

y la temperatura. La expresion resultante muestra el interesante efecto de que o
seria 0 si 7 fuese 0.
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