Ph. D. Qualifiers Exam, Electrodynamics (2019-1T)
Total marks 100

I(15 marks)

A square loop of wire (length of each side “a”) lies on a table, a distance s
from a very long straight wire, which carries a steady current I, as shown in
the figure.

(a) Find the flux of the magnetic field B through the loop.

(b) If someone now pulls the loop directly away from the wire, at speed v,
what emf £ is generated?

(c) What if the loop is pulled to the right at speed v, instead of away? what
is then £7

Hint: The magnitude of the magnetic field at a perpendicular distance r from
a current carrying wire is given as B = ugl/(27r).

II(25 marks)

The potential on the surface of a hollow sphere of radius R is given as V;(6).
(i) Find an expression for the potential outside the sphere.

(i) Suppose that the potential is constant over the surface of the sphere. Use
the result you got in (i) to find the potential outside now.

The general solution for the potential is given as,

> B
V(r,0) = Z(Aﬂ‘l + Tl—+l1>Pl(C'os 0)
1=0

Legendre Polynomials: Py(z) = 1, Pi(z) = x, Py(x) = (1/2)(32* — 1)



1 2
P(x) P — f ] =
[1 (z) P (x) dx ST if l=m

=0 if l#m

ITI(30 marks)

(i) A particle carrying charge ¢ falls freely with a constant acceleration g.
What is the power radiated and the radiation reaction force?

(ii) If the particle performs simple harmonic motion, say 7 = A cos (wt)Z2,
calculate the power emitted, P,.q7

Is the power corresponding to the radiation reaction force the same as the
power P,..;7 Are these two powers the same, if we take the time averaged
values over a full cycle?

Hint: The Larmor formula for power radiated by a particle of charge ¢ and
acceleration a is P.q = pogq?a®/(67c) and for the radiation reaction force is

Fraq = poq®a/ (6mc).

IV (30 marks)
Given the Lagrangian density

L= (0,40 4,)

where A, is the covariant four-potential, use the Euler - Lagrange equation

=0

5 ( oL )_ oL
“\9(0.4,)) ~ 94,

to obtain a homogeneous wave equation for the four-potential.
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PROGRAMA DE DOCTORADO EN FiSICA

EXAMEN DE CONOCIMIENTOS 201910:

MECANICA

NOMBRE(MPRENTA) CODIGO: NOTA: /100

1. (20 puntos) Formule una teorfa de gravitacién no-relativista, tipo Newton, para un universo bidimensional, en
el que naturalmente asumimos que se cumple la ley de Gauss en esa dimensionalidad: proporcionar la ley de la
fuerza entre dos particulas de masas m; y m, separadas una distancia r, y el potencial de una particula de masa
m. Es de esperarse que la constante de gravitacion cambie y su nuevo valor lo denotamos por G’.

2. (20 puntos) Una particula de masa M choca elasticamente con otra particula estacionaria de masa m menor
que M. Encuentre el rango de valores de los dngulos de desviacién o dispersion de la masa M, respecto a su
direccién inicial de movimiento, debido a este choque en el sistema de laboratorio.

3. (30 puntos) Un alambre liso tiene forma de hélice dada, en coordenadas cilindricas p, Oyz por z=ab y
p=b, con ay b constantes, y con extension L a lo largo de su gje, el eje z, con -L/2 <z <L/2. Sobre una cuenta
de masa m, que desliza libremente a lo largo del alambre-resorte, actia un campo de fuerzas centrales
atractivas, que apuntan al origen del sistema coordenado (p =0, 8 =0, z = 0), y de magnitud directamente
proporcional a la distancia r de la cuenta al origen con constante de proporcionalidad k. (a) ;Cuantas
coordenadas generalizadas (propias) tenemos en el sistema? (b) Halle el lagrangiano y (¢) el hamiltoniano del
sistema. (d) Encuentre las ecuaciones de movimiento a partir de los resultados en (b) v en (¢). (¢) Determine el

movimiento de la cuenta en el alambre, con condiciones iniciales 8 = 0 (z = 0). (f) Segun las teorias
lagrangianas y hamiltonianas, ;qué cantidades fisicas se conservan?

4. (30 puntos) Para un cuerpo rigido, con momentos de inercia principales Ij, I, e Is, demuestre, usando las
ecuaciones de Euler, que el momento angular L y la energia cinética rotacional T se conservan en un

movimiento libre de torques.
SOLUCION:
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Universidad de los Andes: Qualifying Exam -Quantum Mechanics 2019 11

1. An electron in a potential well with infinite barriers (2 Points).

An electron is located in a rectangular potential well with infinite walls. The width of the
well is L = 10 nm. Find the energies of stationary states of the electron for which at the well’s
boundary x = L the derivatives of the wavefunction are negative and equal to —z, (here z are
arbitrary positive constants).

Note: The wave function of the electron in the potential well of the nth energy;

Yal(x) = \ —sm(”TT) .

2. Josephson Junction (3 Points)

Consider superconducting metals | and 11 separated by a very thin insulating layer, such that
the electron wave functions can overlap between metals as shown in the figure (Josephson
junction). In addition, a battery V is connected across the junction to ensure an average charge
neutrality. This situation can be described by means of the coupled Schrodinger equations:

8'@1 "I’]‘I’*
= = UV + KUy + K—2
ot ! 2 T
W4 VDY Oy
th—— =V + KV + K——
ot i
Here W1 and P> are the probability amplitudes for an electron in the metal I and Il, U; and
U> are the electric potential energies in | and 11 , K is the coupling constant due to the

insulating layer, and KW¥1 W,/ 1" and KW, W1/ W." described the battery as a source of
electrons.

a) Show that pi= [¥1]* and po= |¥-[* are constant in time
b) Assuming p1= p2= po (Same metals) and, expressing the probability amplitudes in
the form:



i0,

Y1 =poe
Y, = ./po 2
Find the differential equations for ®; and ©,

c) Show that the battery current

K * *
I= ih WY1y, — Y1 ¥2)
oscillates, and find the frequency of these oscillations.

3. Particle confined in one dimensional box (2 Points)

A particle is confined to a one-dimensional box of length L having infinitely high walls and is

in its lowest quantum state. Calculate: < x >, <x?>,<p>and <p?>. Usingthe
definition ; AA = (< A2 > —< A >?)'/2, to define the uncertainty, AA calculate Ax and
Ap. Verify the Heisenberg uncertainty principle that AxAp > h/2.



4. Two coupled spins in a magnetic field (3Points)

Consider two spins, L and R, in a magnetic field along the z -axis, i.e. B= (0,0, B). The

magnetic moments of the two spins are coupled to each other so that the total Hamiltonian
reads

H= guph - [EL -I—ERJ -I—J'QL . g;e.

a. Write this Hamiltonian in the basis; {[11),[1]), [\1), [{1)}-

b. Diagonalize this Hamiltonian. What are its eigenstates?
c. Express the density matrix p(T) as a function of temperature, assuming that the

system is in thermodynamic equilibrium. Use the following expression where 3
= 1/ka,

- Tr [exp{—ﬁfkg?"}} .

R exp{—ﬁ,kaT}
£
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Universidad de los Andes - Dpto. de Fisica
Mecanica Estadistica - Julio 2019

Examen de Conocimientos - Doctorado

1. Nota: 1.5/5.- Un cierto tipo de atomos, cada uno de masa m, forma un gas ideal clasico
en equilibrio termodindmico a la temperatura 7. Los atomos emiten luz que pasa (en la di-
reccién z) a través de una ventana del recipiente que contiene el gas. Esta luz puede ser
analizada espectroscopicamente. Un atomo en reposo emitiria luz a la frecuencia wy. Sin em-
bargo, debido al efecto Doppler, la frecuencia de la luz emitida por un atomo que se desplaza
con una componente v, de velocidad resulta ser w = wy (1 + ”7”), donde ¢ es la velocidad de
la luz en el vacio. Entonces, la luz detectada debe caracterizarse por una distribucién de in-
tensidad I (w)dw que representa la intensidad de la luz con frecuencia entre w y w+dw. Calcule:

(a) La frecuencia promedio < w > de la luz detectada por el espectroscopio.

(b) Las fluctuaciones de frecuencia, es decir la desviacién standard Aw.

(c) La distribucién en frecuencias de la intensidad de la luz detectada I(w). Ayuda: I(w)dw =
P(v,)dv, donde P(v,) es la probabilidad de encontrar un 4tomo con componente de velocidad
V.

2. Nota: 1/5.- Sistema de spins no-interactuantes.- Considere un sistema de N particulas
cada una de ellas de spin-1/2 en presencia de un campo magnético B. S6lo nos vamos a in-
teresar por el grado de libertad de spin y no por otros grados de libertad espaciales. Cada
particula puede entonces encontrarse con energia —35 si apunta su spin en la direccion de B o
con energfa § si apunta su spin en la direccion opuesta a B, con € > 0.

(a) Si n4 representa el nimero de particulas con spin paralelo a B y n| representa el nimero de
particulas con spin anti-paralelo a B, con N = n4 +n |, determinar la energfa total del sistema,
E.

(b) Calcular el nimero de micro-estados del sistema para un valor dado de E. Deducir el valor
de la entropia en términos de N y ny.

(c) Calcular la temperatura absoluta del sistema.

(d) Expresar nt, n; y E en términos de la temperatura, e y N.

3. Nota: 1/5.- Movimiento Browniano y Ecuacién de Langevin.- Considere una particula
de masa m mucho mayor que la masa de las moléculas de un fluido sobre el que reposa. Al
instante ¢ = 0 se sabe que la posicién y velocidad de la particula Browniana vienen dadas por
Ty V Vg, respectivamente.



(a) Justifique cada uno de los términos en la ecuacién de movimiento de esta particula en una
dimensién (eje x), conocida como Ec. de Langevin y dada por:

dv vy &)

Z__1 S\Y 1

dt m' + m (1)
donde v es la velocidad (aleatoria), v depende de la viscosidad del fluido y £(t) describe la fuerza
aleatoria que experimenta la particula Browniana caracterizada por su promedio y correlacién

a dos tiempos:

(@) = 0
(€(t2)€(t)) gd(ta —ty) (2)

(b) Resuelva formalmente la Ec.(1), o su versién equivalente para la posicién aleatoria z(t), y
calcule las funcién de correlacién a dos tiempos de la velocidad, (v(t2)v(t1))e, y la varianza de
la posicin, ((z(t) — x9)*)e, repectivamente.

(c) Para la funcién de correlacién de la velocidad tome el limite estacionario, es decir t; = t5 —
oo. Haciendo uso del resultado previsto por el teorema de equiparticién de la energia en este
limite estacionario, encuentre la relacién que debe tener g con la temperatura T del fluido.

. Nota: 1.5/5.- Campo medio de un sistema de Heisenberg clasico.- El modelo de
Heisenberg clésico ferromagnético (J > 0) estd descrito por el Hamiltoniano:

H=-JY8-5-Yh-S (3)

) ¢

donde ahora los spins son representados por los vectores clasicos tri-dimensionales .5;, el campo
magnético aplicado se representa por el vector h y la notacién (i, j) indica que sélo contribuyen
a la primera suma spins primeros vecinos.

(a) Derive la expresién de campo medio Hyr para el Hamiltoniano de este sistema.

(b) Calcule la funcién de particién canénica en equilibrio a T', para una orientacién cualquiera
del campo E, en la aproximacién de campo medio.

(c) La magnetizacién espontanea para este sistema sera siempre paralela a h que de ahora en
adelante se va a suponer en la direcciéon z. Derive la ecuacion auto-consistente para la magne-
tizacién m, (campo medio).

(d) Se hace ahora h = 0. Encuentre la temperatura critica de este modelo y comparela con la
del modelo de Ising.

(e) Calcule los exponentes criticos 3, 7 y 9, y comparelos con los del modelo de Ising. Recuerde

2



que (3 es el exponente critico de la magnetizacién (a campo h = 0), 7 es el exponente critico
de la susceptibilidad y ¢ es el exponente critico de la magnetizacion a T' = T, como funcién del
campo aplicado m ~ h'/9.
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Ayudas:

1- Aproximacién de Stirling: Si N > 1 entonces Ln[N!] ~ NLn[N] — N.
2- La distribucién de velocidades de Maxwell-Boltzmann, P(¢)) (normalizada), para un gas ideal
formado por moléculas de masa m, en equilibrio a la temperatura T, viene dada por

3 2,.2,.2
. m I G ) ~
P(Uxu Vy, Uz)dU = (W) e 2kp T dv (4>
donde P(¥)dv representa la probabilidad de encontrar una molécula alrededor del elemento de
volumen dv (en el espacio de velocidades) centrado en .
3- Algunas integrales tiles:

(i) [5, 22e % dz = 3%
(i) Jo° ze % dz =

2a
iii) [ 2Be~?dy = .
0 2a
(iv) [5~° o=y = 783;?/772
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1. Nota: 1.5/5.- Un cierto tipo de dtomos, cada uno de masa m, forma un gas ideal cldsico en
equilibrio termodindmico a la temperatura T'. Los dtomos emiten luz que pasa (en la direccion
x) a través de una ventana del recipiente que contiene el gas. FEsta luz puede ser analizada
espectroscopicamente. Un dtomo en reposo emitiria luz a la frecuencia wy. Sin embargo, de-
bido al efecto Doppler, la frecuencia de la luz emitida por un dtomo que se desplaza con una
componente v, de velocidad resulta ser w = wy (1 + %“), donde c es la velocidad de la luz en el
vacio. Entonces, la luz detectada debe caracterizarse por una distribucion de intensidad I(w)dw
que representa la intensidad de la luz con frecuencia entre w y w + dw. Calcule:

(a) La frecuencia promedio < w > de la luz detectada por el espectroscopio.

(%

Como w = wy (1 + 7) se puede entonces facilmente obtener:

(W) = wo <1+<vx>>

c
= wo (1)
dado que (v,) = 0.

(b) Las fluctuaciones de frecuencia, es decir la desviacion standard Aw.

La desviacién standard de la frecuencia viene dada por Aw = /(w?) — (w)2. Calculemos
primero (w?):
2
2y _ 2 Yz | Uz
(W) = w0<1—|—2 s 02>
KBT)

mc?

(2)

donde se ha usado (v,) = 0y, por el teorema de equiparticién de la energfa, (v2) = *2L. Por

lo tanto: "
kgT
Aw = Jwg <1+B2>—w8
me

kgT

mc?

= w%(l—i—

—= wo



(¢) La distribucion en frecuencias de la intensidad de la luz detectada I(w). Ayuda: I(w)dw =
P(v;)dv, donde P(v,) es la probabilidad de encontrar un dtomo con componente de velocidad
Vg

Recordar que la distribucién de velocidades de Maxwell-Boltzmann permite escribir:

De la ecuacién w = wy (1 + ”f) se despeja vy:
w
vy=c|l— —1 6
<W() ) ( )
para obtener que:

du,, c

=— (7)

dw wo

Finalmente llegamos a una distribucién Gaussiana centrada en w = wy para la intensidad de
luz detectada y de ancho dependiente de la temperatura del gas:

1 me2  —med (1—A)2
[w)dw = —| 2 7o) g 8
(Wldw =\ 577 € w (8)

. Nota: 1/5.- Sistema de spins no-interactuantes.- Considere un sistema de N particulas
cada una de ellas de spin-1/2 en presencia de un campo magnético B. Sé6lo nos vamos a in-
teresar por el grado de libertad de spin y no por otros grados de libertad espaciales. Cada
particula puede entonces encontrarse con energia —35 si apunta su spin en la direccion de B o
con energfa § si apunta su spin en la direccion opuesta a B.

(a) Sins representa el nimero de particulas con spin paralelo a B y n| representa el nimero de

particulas con spin anti-paralelo a B, con N = ny+n , determinar la energia total del sistema,
E.



La energia total se puede escribir como:

=5 on (3

€

= —5(np—ny

el

(b) Calcular el nimero de micro-estados del sistema para un valor dado de E. Deducir el valor
de la entropia en términos de N y ny.

El nimero de micro-estados correspondientes a un macro-estado con energia total F es:

aEN) = (1)

ny
|
e 1o
de donde se obtiene la entropia:
S(E,N) = KgLn[Q(E,N)]
= Kp{N Ln|N| — ny Ln[ny] — (N —ny) Ln[N — n4]} (11)

al haber hecho uso de la aproximacion de Stirling.

(¢) Calcular la temperatura absoluta del sistema.

Empleamos la relacién termodindmica
1
1_ (“) (12)
T OE )

0S5 95 9dm 108 (13)
OE 0Ony OE  €dny

junto con (ver Ec.(9))

para llegar a:

gg _ —iaiTKB (N In[N] = ns Lnfns] = (N = ny) Ln[N — ni]} (14)



Se obtiene asi la ecuacién de estado del sistema de spins:

&= "B (Lnlng) — LalN —n))
_ K, o m
-y

(d) Expresar ny, n; y E en términos de la temperatura, € y N.

De la Ec.(15) se deduce que

L 16
= (16)
o en forma equivalente
N
ny = — (17)
l1+e %87
y de lo anterior se llega a
N
1+ekBT

La energfa total del sistema se puede entonces escribir como (ver Ec.(9)):

Ne €
F=——Tanh | ——— 1
o M (2KBT> (19)

Es importante notar los siguientes limites:
i) Si T — 0 todos los spins deben apuntar paralelos al campo B (su estado de menor energia),
g
por lo tanto ny - Ny £ — —%.
ii) Si T — oo se tiene que ny ~ny ~ ¥ y E — 0, es decir se encontraran tantos spins paralelos
0 { 2

como anti-paralelos al campo B.

. Nota: 1/5.- Movimiento Browniano y Ecuacién de Langevin.- Considere una particula
de masa m mucho mayor que la masa de las moléculas de un fluido sobre el que reposa. Al
instante t = 0 se sabe que la posicion y velocidad de la particula Browniana vienen dadas por
Ty Y Vo, respectivamente.

(a) Justifique cada uno de los términos en la ecuacion de movimiento de esta particula en una
dimension (eje x), conocida como Ec. de Langevin y dada por:

dv v ()
a——%v—i‘? (20)

4



donde v es la velocidad (aleatoria), vy depende de la viscosidad del fluido y &(t) describe la fuerza
aleatoria que experimenta la particula Browniana caracterizada por su promedio y correlacion
a dos tiempos:

) =0
(€(t2)E(t1)) = go(t2 — 1) (21)

Esta ecuacién no es otra cosa que la formulacion de la segunda Ley de Newton para un
movimiento uni-dimensional donde la particula Browniana esta sometida a dos tipos de fuerzas:
(i) una fuerza de rozamiento o viscosidad que depende de la velocidad, y se opone a ésta, que
viene dada por —yv; (ii) una fuerza aleatoria, dada por £(t), que da cuenta de las multiples
colisiones que experimenta la particula Browniana con las moléculas del fluido.

(b) Resuelva formalmente la Ec.(44), o su version equivalente para la posicion aleatoria x(t),
y calcule las funcion de correlacion a dos tiempos de la velocidad, (v(t2)v(t1))e, y la varianza
de la posicion, ((x(t) — x0)%)e, repectivamente.

Como v = % ]a Ec.(44) es equivalente a:

fe  ydr _ £1)

= 22
> m dt m (22)
con solucién formal:
. Yo —Ft __—T(t—s)
2(t) =30+ 3 (1- / ds(s) (1 — e T0) (23)
y I'= L. De la Ec.(23) obtenemos la expresién formal para la velocidad:
dx
t) = —
v(t) o
_ e, L[ “I(t—s)
= wve '+ ds&(s)e (24)
m Jo

La funcion de correlacion a dos tiempos para la velocidad de la particula Browniana resulta
ser:

_ g I (to— _
<U(t2)’l}(t1>>£ _ vge D(titt2) 4 s {e [(ta—t1) _ o I‘(t2+t1)} (25)

De la Ec.(23) obtenemos la variancia de la posicién de la particula Browniana:

(2(t) = w0))e = (7;))2 (1 B e—Ft)2 i m29F3 [e—r(tz—tl) _ e_F(tQ’L“)} (26)
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(¢) Para la funcion de correlacion de la velocidad tome el limite estacionario, es decir t; =
ty — 00. Haciendo uso del resultado previsto por el teorema de equiparticion de la energia en
este limite estacionario, encuentre la relacion que debe tener g con la temperatura T del fluido.

Como el equilibrio termodindmico es un estado estacionario, entonces la funcién de correlacién
a dos tiempos de la velocidad sélo puede depender de la diferencia de tiempos, y no de cada
tiempo por separado. Por lo tanto, la Ec.(25) en este limite lleva a:

(W()er = 35 (27)

que de acuerdo al teorema de equiparticion de la energia también debe cumplir con:

1
<U2>§7T = iKBT (28)

Por lo tanto:

g = mTKgT
= myKgT (29)

lo que indica finalmente que en el movimiento Browniano los términos de viscosidad y fuerza
aleatoria deben estar relacionados, es decir tienen el mismo origen fisico, las colisiones con las
moléculas del fluido. Esta conexién también es conocida como una consecuencia del teorema
de fluctuacién-disipacién en el régimen de no-equilibrio.

. Nota: 1.5/5.- Campo medio de un sistema de Heisenberg clasico.- El modelo de
Heisenberg cldsico ferromagnético (J > 0) estd descrito por el Hamiltoniano:

H=-JY S-8-% h-5 (30)
(4,9 i

donde ahora los spins son representados por los vectores cldsicos tri-dimensionales S;, el campo
magnético aplicado se representa por el vector h y la notacion (i, j) indica que sdlo contribuyen
a la primera suma spins primeros Vecinos.

(a) Derive la expresion de campo medio Hyrp para el Hamiltoniano de este sistema.

Escribir cada término de interaccion en la Ec.(30) como:

Si+8j=Si-(S)+ 8 (S = (Si) - (S) + (S = (i) - (S5 = (S)) (31)

(=}



En esta iltima ecuacién despreciar el término de fluctuaciones (5’1 — (§Z)) : (5} - (5’])), en esto

—

consiste hacer campo medio, y para un sistema homogéneo hacer m = (S;) para todo spin i.
De esta forma obtenemos el Hamiltoniano del sistema en aproximacién de campo medio como:

- —ZFLef'S; (32)

donde z es el nimero de coordinacién y se ha ignorado el término constante proporcional a m?.

El campo magnético efectivo resulta ser:

—

>

of = 2Jim+h (33)

(b) Calcule la funcion de particion candnica en equilibrio a T, para una orientacion cualquiera
del campo h, en la aproximacion de campo medio.

Se va a calcular la funcién de particién canénica Z(T, N). Como Z(T, N) = [Z(T,1)]",

27 T
Z2(T,1) = /0 do /O d6 sen(8) ¢PerSeos©)

= ﬁ:ﬂj-cS sinh (BhesS) (34)

donde = 1/(kgT) y S es la magnitud de un spin clésico.

(c) La magnetizacion espontdinea para este sistema serd siempre paralela a h que de ahora en
adelante se va a suponer en la direccion z. Derive la ecuacion auto-consistente para la magne-
tizacion m, (campo medio).

Para calcular la magnetizacion m = m, /S usar:

10Ln(Z(T,1))
B ahef

= Coth (BhesS) —

1
5hefs

(35)

(d) Se hace ahora h = 0. Encuentre la temperatura critica de este modelo y compdrela con la
del modelo de Ising.



Al hacer h = 0, la Ec.(35) se convierte en:

1

m = Coth (8zJmS) — BadmS

(36)

que no es otra cosa que la ecuacion auto-consistente tipica de la aproximaciéon de campo medio.
Para encontrar la temperatura critica hacer una expansion de Taylor alrededor de m =~ 0 para
lo cual es apropiado usar la expansion:

1 = 23
th — 4o .
Coth (x) . + CoaT: + (37)
con la cual se obtiene:
o BezJmS (38)
3
o de manera equivalente
1zJS
T.=-—— 39
3T (39)
Para el modelo de Ising (S = 1) en campo medio se obtiene para la temperatura critica:
T!sing — = (40)
kp

(e) Calcule los exponentes criticos B, v y d, y compdrelos con los del modelo de Ising. Recuerde
que 3 es el exponente critico de la magnetizacion (a campo h = 0), v es el exponente critico
de la susceptibilidad y & es el exponente critico de la magnetizacion a T =T, como funcion del
campo aplicado m ~ h'/?.

Usar la expansion dada por la Ec.(37) en el desarrollo de la Ec.(35) param ~ 0y h ~ 0:

1 1
m == = (B2JmS + Bh) — = (BzJmS + Bh)? (41)
que se puede re-organizar como, despreciando términos de orden mayor que 1 en h:
T, 1 3
~ 1——= — 42
6h 3m( T> + 12 (BzImS) (42)

Al hacer h = 0 en la Ec.(42) se obtiene para el comportamiento critico de la magnetizacién:

me (1= 2" (13



que coincide con el exponente critico § = 1/2 de la magnetizacién en el modelo de Ising.

Al hacer T =T, en la Ec.(42) se obtiene:
h~m? (44)

que coincide con el exponente critico 6 = 3 en el modelo de Ising.

La susceptibilidad x se obtiene de la Ec.(42) al calcular:

(45)

que coincide con el exponente critico v = 1 en el modelo de Ising.
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Ayudas:

1- Aproximacién de Stirling: Si N > 1 entonces Ln[N!] ~ NLn[N] — N.
2- La distribucién de velocidades de Maxwell-Boltzmann, P(7) (normalizada), para un gas ideal
formado por moléculas de masa m, en equilibrio a la temperatura 7', viene dada por

- m § _mldrie?) .
P (s, vy, v,)dU = <W> e BT U (46)
donde P(v)dv representa la probabilidad de encontrar una molécula alrededor del elemento de
volumen dv (en el espacio de velocidades) centrado en v.
3- Algunas integrales tutiles:

(i) [, 2%e % dz = 72;@2

(i) fo° ze % dz = -

2a
(iii) J5° 2P " dz = 55
(iv) J5° #'e*"dz = 34
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