
Ph. D. Qualifiers Exam, Electrodynamics (2019-II)
Total marks 100

I(15 marks)
A square loop of wire (length of each side “a”) lies on a table, a distance s
from a very long straight wire, which carries a steady current I, as shown in
the figure.
(a) Find the flux of the magnetic field B through the loop.
(b) If someone now pulls the loop directly away from the wire, at speed v,
what emf E is generated?
(c) What if the loop is pulled to the right at speed v, instead of away? what
is then E?
Hint: The magnitude of the magnetic field at a perpendicular distance r from
a current carrying wire is given as B = µ0I/(2πr).
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II(25 marks)
The potential on the surface of a hollow sphere of radius R is given as V0(θ).
(i) Find an expression for the potential outside the sphere.
(ii) Suppose that the potential is constant over the surface of the sphere. Use
the result you got in (i) to find the potential outside now.
The general solution for the potential is given as,

V (r, θ) =
∞
∑

l=0

(

Alr
l +

Bl

rl+1

)

Pl(Cos θ)

Legendre Polynomials: P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) = (1/2)(3x2 − 1)
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∫

1

−1

Pl(x) Pm(x) dx =
2

2m + 1
if l = m

= 0 if l 6= m

III(30 marks)
(i) A particle carrying charge q falls freely with a constant acceleration g.
What is the power radiated and the radiation reaction force?
(ii) If the particle performs simple harmonic motion, say ~r = A cos (ωt)ẑ,
calculate the power emitted, Prad?
Is the power corresponding to the radiation reaction force the same as the
power Prad? Are these two powers the same, if we take the time averaged
values over a full cycle?
Hint: The Larmor formula for power radiated by a particle of charge q and
acceleration a is Prad = µ0q

2a2/(6πc) and for the radiation reaction force is
~Frad = µ0q

2~̇a/(6πc).

IV(30 marks)
Given the Lagrangian density

L = −
ǫ0

2
(∂νA

µ)(∂νAµ)

where Aµ is the covariant four-potential, use the Euler - Lagrange equation

∂α

(

∂L

∂(∂αAµ)

)

−
∂L

∂Aµ

= 0

to obtain a homogeneous wave equation for the four-potential.
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Universidad de los Andes: Qualifying Exam -Quantum Mechanics 2019 II   
 

 

1. An electron in a potential well with infinite barriers (2 Points). 
 

An electron is located in a rectangular potential well with infinite walls. The width of the 

well is L = 10 nm. Find the energies of stationary states of the electron for which at the well’s 

boundary x = L the derivatives of the wavefunction are negative and equal to −τn (here τn are 

arbitrary positive constants). 

Note: The wave function of the electron in the potential well of the nth energy; 

 

 
 

 

2. Josephson Junction (3 Points) 

 

Consider superconducting metals I and II separated by a very thin insulating layer, such that 

the electron wave functions can overlap between metals as shown in the figure (Josephson 

junction). In addition, a battery V is connected across the junction to ensure an average charge 

neutrality. This situation can be described by means of the coupled Schrodinger equations: 

 
Here Ψ1 and Ψ2 are the probability amplitudes for an electron in the metal I and II, U1 and 

U2 are the electric potential energies in I and II , K is the coupling constant due to the 

insulating layer, and  KΨ1 Ψ2
*/ Ψ1

* and  KΨ2 Ψ1
*/ Ψ2

* described the battery as a source of 

electrons. 

 

a) Show that ρ1= |Ψ1|
2 and ρ2= |Ψ2|

2 are constant in time 

b) Assuming ρ1= ρ2= ρ0 (same metals) and, expressing the probability amplitudes in 

the form: 



 
 

 

𝜓1 = √𝜌0 𝑒𝑖Θ1 

 

𝜓2 = √𝜌0 𝑒𝑖Θ2 

 

Find the differential equations for Θ1 and Θ2 

 

c) Show that the battery current  

 

𝐼 =
𝐾

𝑖ℏ
 (𝜓1𝜓2

∗ − 𝜓1
∗𝜓2)  

 

 

oscillates, and find the frequency of these oscillations. 

 

 

3. Particle confined in one dimensional box (2 Points) 

A particle is confined to a one-dimensional box of length L having infinitely high walls and is 

in its lowest quantum state. Calculate:   < 𝑥 >, < 𝑥2 >, < 𝑝 > 𝑎𝑛𝑑 < 𝑝2 > .  Using the 

definition ; ∆𝐴 = (< 𝐴2 > −< 𝐴 >2)1/2, to define the uncertainty ,   ∆𝐴 calculate  ∆𝑥 and   

∆𝑝. Verify the Heisenberg uncertainty principle that  ∆𝑥∆𝑝 ≥ ℏ/2. 

 

 

 

 

 



4. Two coupled spins in a magnetic field (3Points) 

Consider two spins, L  and R , in a magnetic field along the z -axis, i.e. B =  (0, 0, B ). The 

magnetic moments of the two spins are coupled to each other so that the total Hamiltonian 

reads 

 

 

   a. Write this Hamiltonian in the basis; {|↑↑), |↑↓), |↓↑), |↓↓)}.  
b. Diagonalize this Hamiltonian. What are its eigenstates? 

c. Express the density matrix ρ̂(T ) as a function of temperature, assuming that the 

system is in thermodynamic equilibrium. Use the following expression where β 

= 1 𝑘𝑏𝑇⁄ ;  

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 





























Universidad de los Andes - Dpto. de F́ısica
Mecánica Estad́ıstica - Julio 2019

Examen de Conocimientos - Doctorado

1. Nota: 1.5/5.- Un cierto tipo de átomos, cada uno de masa m, forma un gas ideal clásico
en equilibrio termodinámico a la temperatura T . Los átomos emiten luz que pasa (en la di-
rección x) a través de una ventana del recipiente que contiene el gas. Esta luz puede ser
analizada espectroscópicamente. Un átomo en reposo emitiŕıa luz a la frecuencia ω0. Sin em-
bargo, debido al efecto Doppler, la frecuencia de la luz emitida por un átomo que se desplaza
con una componente vx de velocidad resulta ser ω = ω0

(
1 + vx

c

)
, donde c es la velocidad de

la luz en el vaćıo. Entonces, la luz detectada debe caracterizarse por una distribución de in-
tensidad I(ω)dω que representa la intensidad de la luz con frecuencia entre ω y ω+dω. Calcule:

(a) La frecuencia promedio < ω > de la luz detectada por el espectroscopio.
(b) Las fluctuaciones de frecuencia, es decir la desviación standard ∆ω.
(c) La distribución en frecuencias de la intensidad de la luz detectada I(ω). Ayuda: I(ω)dω =
P (vx)dvx donde P (vx) es la probabilidad de encontrar un átomo con componente de velocidad
vx.

2. Nota: 1/5.- Sistema de spins no-interactuantes.- Considere un sistema de N part́ıculas
cada una de ellas de spin-1/2 en presencia de un campo magnético B. Sólo nos vamos a in-
teresar por el grado de libertad de spin y no por otros grados de libertad espaciales. Cada
part́ıcula puede entonces encontrarse con enerǵıa − ϵ

2
si apunta su spin en la dirección de B o

con enerǵıa ϵ
2
si apunta su spin en la dirección opuesta a B, con ϵ > 0.

(a) Si n↑ representa el número de part́ıculas con spin paralelo a B y n↓ representa el número de
part́ıculas con spin anti-paralelo a B, con N = n↑+n↓, determinar la enerǵıa total del sistema,
E.
(b) Calcular el número de micro-estados del sistema para un valor dado de E. Deducir el valor
de la entroṕıa en términos de N y n↑.
(c) Calcular la temperatura absoluta del sistema.
(d) Expresar n↑, n↓ y E en términos de la temperatura, ϵ y N .

3. Nota: 1/5.- Movimiento Browniano y Ecuación de Langevin.- Considere una part́ıcula
de masa m mucho mayor que la masa de las moléculas de un flúıdo sobre el que reposa. Al
instante t = 0 se sabe que la posición y velocidad de la part́ıcula Browniana vienen dadas por
x0 y v0, respectivamente.



(a) Justifique cada uno de los términos en la ecuación de movimiento de esta part́ıcula en una
dimensión (eje x), conocida como Ec. de Langevin y dada por:

dv

dt
= − γ

m
v +

ξ(t)

m
(1)

donde v es la velocidad (aleatoria), γ depende de la viscosidad del flúıdo y ξ(t) describe la fuerza
aleatoria que experimenta la part́ıcula Browniana caracterizada por su promedio y correlación
a dos tiempos:

⟨ξ(t)⟩ = 0

⟨ξ(t2)ξ(t1)⟩ = gδ(t2 − t1) (2)

(b) Resuelva formalmente la Ec.(1), o su versión equivalente para la posición aleatoria x(t), y
calcule las función de correlación a dos tiempos de la velocidad, ⟨v(t2)v(t1)⟩ξ, y la varianza de
la posición, ⟨(x(t)− x0)

2⟩ξ, repectivamente.
(c) Para la función de correlación de la velocidad tome el ĺımite estacionario, es decir t1 = t2 →
∞. Haciendo uso del resultado previsto por el teorema de equipartición de la enerǵıa en este
ĺımite estacionario, encuentre la relación que debe tener g con la temperatura T del flúıdo.

4. Nota: 1.5/5.- Campo medio de un sistema de Heisenberg clásico.- El modelo de
Heisenberg clásico ferromagnético (J > 0) está descrito por el Hamiltoniano:

H = −J
∑
⟨i,j⟩

S⃗i · S⃗j −
∑
i

h⃗ · S⃗i (3)

donde ahora los spins son representados por los vectores clásicos tri-dimensionales S⃗i, el campo
magnético aplicado se representa por el vector h⃗ y la notación ⟨i, j⟩ indica que sólo contribuyen
a la primera suma spins primeros vecinos.

(a) Derive la expresión de campo medio HMF para el Hamiltoniano de este sistema.
(b) Calcule la función de partición canónica en equilibrio a T , para una orientación cualquiera

del campo h⃗, en la aproximación de campo medio.
(c) La magnetización espontánea para este sistema será siempre paralela a h⃗ que de ahora en
adelante se va a suponer en la dirección z. Derive la ecuación auto-consistente para la magne-
tización mz (campo medio).

(d) Se hace ahora h⃗ = 0. Encuentre la temperatura cŕıtica de este modelo y compárela con la
del modelo de Ising.
(e) Calcule los exponentes cŕıticos β, γ y δ, y compárelos con los del modelo de Ising. Recuerde
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que β es el exponente cŕıtico de la magnetización (a campo h = 0), γ es el exponente cŕıtico
de la susceptibilidad y δ es el exponente cŕıtico de la magnetización a T = Tc como función del
campo aplicado m ∼ h1/δ.

***************************************************************************************

Ayudas:

1- Aproximación de Stirling: Si N ≫ 1 entonces Ln[N !] ≈ NLn[N ]−N .
2- La distribución de velocidades de Maxwell-Boltzmann, P(v⃗) (normalizada), para un gas ideal

formado por moléculas de masa m, en equilibrio a la temperatura T , viene dada por

P(vx, vy, vz)dv⃗ =
(

m

2π kB T

) 3
2

e
−

m(v2x+v2y+v2z)
2 kB T dv⃗ (4)

donde P(v⃗)dv⃗ representa la probabilidad de encontrar una molécula alrededor del elemento de
volumen dv⃗ (en el espacio de velocidades) centrado en v⃗.

3- Algunas integrales útiles:

(i)
∫∞
−∞ z2e−az2dz =

√
π

2a3/2

(ii)
∫∞
0 ze−az2dz = 1

2a

(iii)
∫∞
0 z3e−az2dz = 1

2a2

(iv)
∫∞
0 z4e−az2dz = 3

√
π

8a5/2
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Universidad de los Andes - Dpto. de F́ısica
Mecánica Estad́ıstica - Julio 2019

Solución Examen de Conocimientos - Doctorado

1. Nota: 1.5/5.- Un cierto tipo de átomos, cada uno de masa m, forma un gas ideal clásico en
equilibrio termodinámico a la temperatura T . Los átomos emiten luz que pasa (en la dirección
x) a través de una ventana del recipiente que contiene el gas. Esta luz puede ser analizada
espectroscópicamente. Un átomo en reposo emitiŕıa luz a la frecuencia ω0. Sin embargo, de-
bido al efecto Doppler, la frecuencia de la luz emitida por un átomo que se desplaza con una
componente vx de velocidad resulta ser ω = ω0

(
1 + vx

c

)
, donde c es la velocidad de la luz en el

vaćıo. Entonces, la luz detectada debe caracterizarse por una distribución de intensidad I(ω)dω
que representa la intensidad de la luz con frecuencia entre ω y ω + dω. Calcule:

(a) La frecuencia promedio < ω > de la luz detectada por el espectroscopio.

Como ω = ω0

(
1 + vx

c

)
se puede entonces fácilmente obtener:

⟨ω⟩ = ω0

(
1 +

⟨vx⟩
c

)
= ω0 (1)

dado que ⟨vx⟩ = 0.

(b) Las fluctuaciones de frecuencia, es decir la desviación standard ∆ω.

La desviación standard de la frecuencia viene dada por ∆ω =
√
⟨ω2⟩ − ⟨ω⟩2. Calculemos

primero ⟨ω2⟩:

⟨ω2⟩ = ω2
0

⟨
1 + 2

vx
c
+

v2x
c2

⟩
= ω2

0

(
1 +

KBT

mc2

)
(2)

donde se ha usado ⟨vx⟩ = 0 y, por el teorema de equipartición de la enerǵıa, ⟨v2x⟩ = kBT
m

. Por
lo tanto:

∆ω =

√√√√ω2
0

(
1 +

kBT

mc2

)
− ω2

0

= ω0

√
kBT

mc2
(3)



(c) La distribución en frecuencias de la intensidad de la luz detectada I(ω). Ayuda: I(ω)dω =
P (vx)dvx donde P (vx) es la probabilidad de encontrar un átomo con componente de velocidad
vx.

Recordar que la distribución de velocidades de Maxwell-Boltzmann permite escribir:

P(vx)dvx =

√
m

2π kB T
e
− mv2x

2 kB T dvx (4)

Como I(ω)dω = P(vx)dvx se debe tener que:

I(ω) = P(vx)
dvx
dω

(5)

De la ecuación ω = ω0

(
1 + vx

c

)
se despeja vx:

vx = c
(
ω

ω0

− 1
)

(6)

para obtener que:

dvx
dω

=
c

ω0

(7)

Finalmente llegamos a una distribución Gaussiana centrada en ω = ω0 para la intensidad de
luz detectada y de ancho dependiente de la temperatura del gas:

I(ω)dω =
1

ω0

√
mc2

2π kB T
e
− mc2

2 kB T

(
1− ω

ω0

)2

dω (8)

2. Nota: 1/5.- Sistema de spins no-interactuantes.- Considere un sistema de N part́ıculas
cada una de ellas de spin-1/2 en presencia de un campo magnético B. Sólo nos vamos a in-
teresar por el grado de libertad de spin y no por otros grados de libertad espaciales. Cada
part́ıcula puede entonces encontrarse con enerǵıa − ϵ

2
si apunta su spin en la dirección de B o

con enerǵıa ϵ
2
si apunta su spin en la dirección opuesta a B.

(a) Si n↑ representa el número de part́ıculas con spin paralelo a B y n↓ representa el número de
part́ıculas con spin anti-paralelo a B, con N = n↑+n↓, determinar la enerǵıa total del sistema,
E.
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La enerǵıa total se puede escribir como:

E = n↑

(
− ϵ

2

)
+ n↓

(
ϵ

2

)
= − ϵ

2
(n↑ − n↓)

= −ϵ
(
n↑ −

N

2

)
(9)

(b) Calcular el número de micro-estados del sistema para un valor dado de E. Deducir el valor
de la entroṕıa en términos de N y n↑.

El número de micro-estados correspondientes a un macro-estado con enerǵıa total E es:

Ω(E,N) =

(
N

n↑

)

=
N !

n↑!(N − n↑)!
(10)

de donde se obtiene la entroṕıa:

S(E,N) = KBLn [Ω(E,N)]

= KB {N Ln[N ]− n↑ Ln[n↑]− (N − n↑)Ln[N − n↑]} (11)

al haber hecho uso de la aproximación de Stirling.

(c) Calcular la temperatura absoluta del sistema.

Empleamos la relación termodinámica

1

T
=

(
∂ S

∂ E

)
N

(12)

junto con (ver Ec.(9))

∂ S

∂ E
=

∂ S

∂ n↑

∂ n↑

∂ E
= −1

ϵ

∂ S

∂ n↑
(13)

para llegar a:

∂ S

∂ E
= −1

ϵ

∂

∂ n↑
KB {N Ln[N ]− n↑ Ln[n↑]− (N − n↑)Ln[N − n↑]} (14)
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Se obtiene aśı la ecuación de estado del sistema de spins:

1

T
=

KB

ϵ
(Ln[n↑]− Ln[N − n↑])

=
KB

ϵ
Ln

[
n↑

n↓

]
(15)

(d) Expresar n↑, n↓ y E en términos de la temperatura, ϵ y N .

De la Ec.(15) se deduce que

e
ϵ

KB T =
n↑

N − n↑
(16)

o en forma equivalente

n↑ =
N

1 + e
− ϵ

KB T
(17)

y de lo anterior se llega a

n↓ = N − n↑ =
N

1 + e
ϵ

KB T
(18)

La enerǵıa total del sistema se puede entonces escribir como (ver Ec.(9)):

E = −N ϵ

2
Tanh

(
ϵ

2KB T

)
(19)

Es importante notar los siguientes ĺımites:
(i) Si T → 0 todos los spins deben apuntar paralelos al campo B (su estado de menor enerǵıa),
por lo tanto n↑ → N y E → −N ϵ

2
.

(ii) Si T → ∞ se tiene que n↑ ≈ n↓ ≈ N
2
y E → 0, es decir se encontrarán tantos spins paralelos

como anti-paralelos al campo B.

3. Nota: 1/5.- Movimiento Browniano y Ecuación de Langevin.- Considere una part́ıcula
de masa m mucho mayor que la masa de las moléculas de un flúıdo sobre el que reposa. Al
instante t = 0 se sabe que la posición y velocidad de la part́ıcula Browniana vienen dadas por
x0 y v0, respectivamente.

(a) Justifique cada uno de los términos en la ecuación de movimiento de esta part́ıcula en una
dimensión (eje x), conocida como Ec. de Langevin y dada por:

dv

dt
= − γ

m
v +

ξ(t)

m
(20)
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donde v es la velocidad (aleatoria), γ depende de la viscosidad del flúıdo y ξ(t) describe la fuerza
aleatoria que experimenta la part́ıcula Browniana caracterizada por su promedio y correlación
a dos tiempos:

⟨ξ(t)⟩ = 0

⟨ξ(t2)ξ(t1)⟩ = gδ(t2 − t1) (21)

Esta ecuación no es otra cosa que la formulación de la segunda Ley de Newton para un
movimiento uni-dimensional donde la part́ıcula Browniana está sometida a dos tipos de fuerzas:
(i) una fuerza de rozamiento o viscosidad que depende de la velocidad, y se opone a ésta, que
viene dada por −γv; (ii) una fuerza aleatoria, dada por ξ(t), que da cuenta de las múltiples
colisiones que experimenta la part́ıcula Browniana con las moléculas del flúıdo.

(b) Resuelva formalmente la Ec.(44), o su versión equivalente para la posición aleatoria x(t),
y calcule las función de correlación a dos tiempos de la velocidad, ⟨v(t2)v(t1)⟩ξ, y la varianza
de la posición, ⟨(x(t)− x0)

2⟩ξ, repectivamente.

Como v = dx
dt

la Ec.(44) es equivalente a:

d2x

dt2
+

γ

m

dx

dt
=

ξ(t)

m
(22)

con solución formal:

x(t) = x0 +
v0
Γ

(
1− e−Γt

)
+

1

mΓ

∫ t

0
ds ξ(s)

(
1− e−Γ(t−s)

)
(23)

y Γ = γ
m
. De la Ec.(23) obtenemos la expresión formal para la velocidad:

v(t) =
dx

dt

= v0e
−Γt +

1

m

∫ t

0
ds ξ(s)e−Γ(t−s) (24)

La función de correlación a dos tiempos para la velocidad de la part́ıcula Browniana resulta
ser:

⟨v(t2)v(t1)⟩ξ = v20e
−Γ(t1+t2) +

g

2m2Γ

[
e−Γ(t2−t1) − e−Γ(t2+t1)

]
(25)

De la Ec.(23) obtenemos la variancia de la posición de la part́ıcula Browniana:

⟨(x(t)− x0)
2⟩ξ =

(
v0
Γ

)2 (
1− e−Γt

)2
+

g

m2Γ3

[
e−Γ(t2−t1) − e−Γ(t2+t1)

]
(26)
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(c) Para la función de correlación de la velocidad tome el ĺımite estacionario, es decir t1 =
t2 → ∞. Haciendo uso del resultado previsto por el teorema de equipartición de la enerǵıa en
este ĺımite estacionario, encuentre la relación que debe tener g con la temperatura T del flúıdo.

Como el equilibrio termodinámico es un estado estacionario, entonces la función de correlación
a dos tiempos de la velocidad sólo puede depender de la diferencia de tiempos, y no de cada
tiempo por separado. Por lo tanto, la Ec.(25) en este ĺımite lleva a:

⟨v(t)2⟩ξ,T =
g

2m2Γ
(27)

que de acuerdo al teorema de equipartición de la enerǵıa también debe cumplir con:

⟨v2⟩ξ,T =
1

2
KBT (28)

Por lo tanto:

g = m2ΓKBT

= mγKBT (29)

lo que indica finalmente que en el movimiento Browniano los términos de viscosidad y fuerza
aleatoria deben estar relacionados, es decir tienen el mismo origen f́ısico, las colisiones con las
moléculas del flúıdo. Esta conexión también es conocida como una consecuencia del teorema
de fluctuación-disipación en el régimen de no-equilibrio.

4. Nota: 1.5/5.- Campo medio de un sistema de Heisenberg clásico.- El modelo de
Heisenberg clásico ferromagnético (J > 0) está descrito por el Hamiltoniano:

H = −J
∑
⟨i,j⟩

S⃗i · S⃗j −
∑
i

h⃗ · S⃗i (30)

donde ahora los spins son representados por los vectores clásicos tri-dimensionales S⃗i, el campo
magnético aplicado se representa por el vector h⃗ y la notación ⟨i, j⟩ indica que sólo contribuyen
a la primera suma spins primeros vecinos.

(a) Derive la expresión de campo medio HMF para el Hamiltoniano de este sistema.

Escribir cada término de interacción en la Ec.(30) como:

S⃗i · S⃗j = S⃗i · ⟨S⃗j⟩+ S⃗j · ⟨S⃗i⟩ − ⟨S⃗i⟩ · ⟨S⃗j⟩+
(
S⃗i − ⟨S⃗i⟩

)
·
(
S⃗j − ⟨S⃗j⟩

)
(31)
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En esta última ecuación despreciar el término de fluctuaciones
(
S⃗i − ⟨S⃗i⟩

)
·
(
S⃗j − ⟨S⃗j⟩

)
, en esto

consiste hacer campo medio, y para un sistema homogéneo hacer m⃗ = ⟨S⃗i⟩ para todo spin i.
De esta forma obtenemos el Hamiltoniano del sistema en aproximación de campo medio como:

HMF = −
∑
i

(
zJm⃗+ h⃗

)
· S⃗i

= −
∑
i

h⃗ef · S⃗i (32)

donde z es el número de coordinación y se ha ignorado el término constante proporcional a m2.
El campo magnético efectivo resulta ser:

h⃗ef = zJm⃗+ h⃗ (33)

(b) Calcule la función de partición canónica en equilibrio a T , para una orientación cualquiera

del campo h⃗, en la aproximación de campo medio.

Se va a calcular la función de partición canónica Z(T,N). Como Z(T,N) = [Z(T, 1)]N ,

Z(T, 1) =
∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
dθ sen(θ) eβhefScos(θ)

=
4π

βhefS
sinh (βhefS) (34)

donde β = 1/(kBT ) y S es la magnitud de un spin clásico.

(c) La magnetización espontánea para este sistema será siempre paralela a h⃗ que de ahora en
adelante se va a suponer en la dirección z. Derive la ecuación auto-consistente para la magne-
tización mz (campo medio).

Para calcular la magnetización m = mz/S usar:

m =
1

β

∂ Ln (Z(T, 1))

∂ hef

= Coth (βhefS)−
1

βhefS
(35)

(d) Se hace ahora h⃗ = 0. Encuentre la temperatura cŕıtica de este modelo y compárela con la
del modelo de Ising.
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Al hacer h⃗ = 0, la Ec.(35) se convierte en:

m = Coth (βzJmS)− 1

βzJmS
(36)

que no es otra cosa que la ecuación auto-consistente t́ıpica de la aproximación de campo medio.
Para encontrar la temperatura cŕıtica hacer una expansión de Taylor alrededor de m ≈ 0 para
lo cual es apropiado usar la expansión:

Coth (x) =
1

x
+

x

3
− x3

45
+ · · · (37)

con la cual se obtiene:

m =
βczJmS

3
(38)

o de manera equivalente

Tc =
1

3

zJS

kB
(39)

Para el modelo de Ising (S = 1) en campo medio se obtiene para la temperatura cŕıtica:

T Ising
c =

zJ

kB
(40)

(e) Calcule los exponentes cŕıticos β, γ y δ, y compárelos con los del modelo de Ising. Recuerde
que β es el exponente cŕıtico de la magnetización (a campo h = 0), γ es el exponente cŕıtico
de la susceptibilidad y δ es el exponente cŕıtico de la magnetización a T = Tc como función del
campo aplicado m ∼ h1/δ.

Usar la expansión dada por la Ec.(37) en el desarrollo de la Ec.(35) para m ≈ 0 y h ≈ 0:

m ≃ 1

3
(βzJmS + βh)− 1

45
(βzJmS + βh)3 (41)

que se puede re-organizar como, despreciando términos de orden mayor que 1 en h:

βh ≃ 3m
(
1− Tc

T

)
+

1

15
(βzJmS)3 (42)

Al hacer h = 0 en la Ec.(42) se obtiene para el comportamiento cŕıtico de la magnetización:

m ∼
(
1− T

Tc

)1/2

(43)
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que coincide con el exponente cŕıtico β = 1/2 de la magnetización en el modelo de Ising.

Al hacer T = Tc en la Ec.(42) se obtiene:

h ∼ m3 (44)

que coincide con el exponente cŕıtico δ = 3 en el modelo de Ising.

La susceptibilidad χ se obtiene de la Ec.(42) al calcular:

χ =

(
∂ m

∂ h

)
h=0

∼
∣∣∣∣1− T

Tc

∣∣∣∣−1

(45)

que coincide con el exponente cŕıtico γ = 1 en el modelo de Ising.

***************************************************************************************

Ayudas:

1- Aproximación de Stirling: Si N ≫ 1 entonces Ln[N !] ≈ NLn[N ]−N .
2- La distribución de velocidades de Maxwell-Boltzmann, P(v⃗) (normalizada), para un gas ideal

formado por moléculas de masa m, en equilibrio a la temperatura T , viene dada por

P(vx, vy, vz)dv⃗ =
(

m

2π kB T

) 3
2

e
−

m(v2x+v2y+v2z)
2 kB T dv⃗ (46)

donde P(v⃗)dv⃗ representa la probabilidad de encontrar una molécula alrededor del elemento de
volumen dv⃗ (en el espacio de velocidades) centrado en v⃗.

3- Algunas integrales útiles:

(i)
∫∞
−∞ z2e−az2dz =

√
π

2a3/2

(ii)
∫∞
0 ze−az2dz = 1

2a

(iii)
∫∞
0 z3e−az2dz = 1

2a2

(iv)
∫∞
0 z4e−az2dz = 3

√
π

8a5/2
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