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Responda todas las preguntas usando únicamente el material provisto por el
instructor. Procure responder de forma ordenada indicando todos los pasos en
su procedimiento. Incluya diagramas e identifique los parámetros a tener en
cuenta.

Pregunta 1 (20 puntos) Un sistema que contiene n moles de un gas ideal mono-
atómico se conduce a través del siguiente ciclo: (1) Partiendo de un volumen Vo y una
temperatura To, se aumenta la presión, manteniendo el volumen constante, hasta alcanzar
una temperatura 3To. (2) Se aumenta el volumen hasta 2Vo, manteniendo la temperatura
constante. (3) Se disminuye la presión, manteniendo constante el volumen, hasta retornar
a la temperatura inicial. (4) Finalmente, se disminuye el volumen, manteniendo la tem-
peratura constante, hasta retornar al volumen inicial. Calcule la eficiencia de este ciclo.

Solución: Llamando A,B,C y D a los 4 puntos que determinan el ciclo, tenemos que
B → C y D → A son curvas isotermas, mientras que A→ B y C → D son curvas isocóri-
cas. El trabajo neto es W = WB→C +WD→A. Calculando su valor absoluto, obtenemos:

|W | =

∫ 2Vo

Vo

nR(3To)
dV

V
−
∫ 2Vo

Vo

nRTo
dV

V

= 2nRTo ln 2.

El flujo de calor hacia el sistema es

Qin = QA→B +QB→C

= CV (3To − To) +

∫ 2Vo

Vo

nR(3To)
dV

V

= 3nRTo(1 + ln 2).

Se sigue entonces que la eficiencia está dada por:

e =
|W |
|Qin|

=
2

3

(
ln 2

1 + ln 2

)
.

Pregunta 2 (20 puntos) En el contexto de la f́ısica estad́ıstica clásica (y en el ensamble
canónico), el valor esperado de un observable f(q, p) en el espacio de fase está definido
como

〈f〉 =
1

Z

∫
dqdpf(q, p)e−βH(q,p), (1)

donde Z es la función de partición canónica y H = H(q, p) el Hamiltoniano del sistema.
Muestre que

〈H2〉 − 〈H〉2 = kBT
2CV .

Solución: Teniendo en cuenta que Z =
∫
dq dp e−βH(q,p), podemos reescribir el valor

esperado de la enerǵıa, como es usual, de la siguiente forma:

〈H〉 = − ∂

∂β
lnZ.

Page 2 of 4 – EXAMEN DE CONOCIMIENTOS (2018-01)



De aqúı se sigue facilmente, haciendo uso de (1), que

∂2

∂β2
lnZ = 〈H2〉 − 〈H〉2.

Por otro lado, usando la notación (más convencional) E para 〈H〉, tenemos que CV está
dado por

CV =

(
∂E

∂T

)
V

.

Pero

∂2

∂β2
lnZ = − ∂

∂β
〈H〉 ≡ − ∂

∂β
E.

Con β = (kBT )−1 se sigue entonces que

〈H2〉 − 〈H〉2 = kBT
2CV .

Pregunta 3 (30 puntos) Considere un sistema de N (N � 1) osciladores armónicos
cuánticos 1-dimensionales, no interactuantes, cada uno con una frecuencia natural ω, y
espectro de enerǵıa εn = h̄ω(n + 1/2). Haciendo uso de un ensamble canónico a tempe-
ratura T , calcule el valor más probable de la enerǵıa total (llámelo E∗). Calcule ahora el
valor medio de la enerǵıa, 〈E〉 y compárelo con E∗.

Solución: Para cada configuración de números cuánticos {ni}i=1,...,N de los N osciladores
tenemos una enerǵıa

E({ni}i) = εn1 + εn2 + · · ·+ εnN
= h̄ω(n1 + n2 + · · ·+ nN) +

N

2
h̄ω.

Si introducimos una nueva variable M definida por

M = n1 + n2 + · · ·+ nN ,

entonces tendremosM = 0, 1, 2, . . . y podemos reescribir la enerǵıa E({ni}i) de la siguiente
manera:

E({ni}i) ≡ E(M,N) = h̄ωM +
N

2
h̄ω. (2)

Salvo una constante, la probabilidad de ocurrencia de un valor E(M,N) de la enerǵıa
estará dada por

P (E(M,N) = W (M,N)e−βE(M,N),

donde W (M,N) es un factor combinatorio, correspondiente al número de configuraciones
que dan lugar a la enerǵıa E(M,N). Un análisis sencillo nos muestra que este factor
combinatorio debe satisfacer la siguiente identidad: W (M,N) =

∑M
K=0W (K,N − 1), de

donde obtenemos la fórmula general

W (M,N) =
(M +N − 1)!

M !(N − 1)!
.
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para encontrar el valor más probable de la enerǵıa, tratamos a M como una variable
continua, tomamos la derivada de P (E(M,N)) e igualamos a cero. Esto da lugar a la
siguiente ecuación

βh̄ω =
∂

∂M
lnW (M,N),

cuya solución (aproximada, haciendo uso de la fórmula de Stirling) está dada por M∗ =
N(eβh̄ω− 1). Reemplazando en (2) obtenemos el valor de la enerǵıa más probable (dentro
de la aproximación de Stirling), que está dado por

E∗ = Nh̄ω

(
1

eβh̄ω − 1
+

1

2

)
. (3)

Para calcular el valor esperado de la enerǵıa, primero observamos que por tratarse de un
sistema no interactuante, la función de partición se puede escribir como Z = ζN , donde

ζ :=
∑
n≥0

e−βεn = e−β
h̄ω
2

∑
n≥0

(e−βh̄ω)n =
e−β

h̄ω
2

1− e−βh̄ω
.

De aqúı obtenemos, finalmente,

〈E〉 = −N ∂

∂β
ln ζ

= N
∂

∂β

(
ln(1− e−βh̄ω)− ln e−βh̄ω/2

)
= Nh̄ω

(
1

eβh̄ω − 1
+

1

2

)
.

Vemos que ambos resultados coinciden: E∗ = 〈E〉.

Pregunta 4 (30 puntos) Es bien sabido que en el contexto de la f́ısica clásica no es
posible explicar el comportamiento a bajas temperaturas del calor espećıfico de un sólido.
Proponga un modelo que sea suficientemente sencillo para ser trabajado en este examen,
pero que incluya elementos de los aspectos cuánticos de la materia, de tal forma que le
permita obtener un calor espećıfico (a volumen constante, cV ) con un comportamiento
cualitativamente correcto a bajas temperaturas. Calcule también el valor ĺımite de cV a
altas temperaturas, según su modelo.

Solución: El modelo más sencillo es el modelo de Einstein, que puede ser consultado en
Reif, sección 7.7. Ver también Reif, sección 10.2 y Huang, sección 12.2.

——— Fin del examen. Buena suerte! ———
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UNIVERSIDAD DE LOS ANDES

Primer examen del año– Martes, 16 de enero, 2018 (2:00 pm a 5:00 pm)

EXAMEN DE CONOCIMIENTOS

Mecánica Clásica

2018-10
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Material permitido: lápiz, borrador y esfero únicamente.

Nombres y apellidos: Código:

Pregunta Puntos Nota

1 20
2 20
3 30
4 30

Total 100

Fundamente todas sus respuestas argumentando con leyes f́ısicas donde co-
rresponda. Justifique todos los pasos que realice. Sea claro y concreto en su
redacción. Escriba con letra clara. No se permite el uso de ayudas, fórmulas
ni calculadora.
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Pregunta 1. Pelota rebotadora (20 puntos) Una pelota es lanzada verticalmente
hacia arriba desde el suelo alcanzando una altura máxima h. Después de cada rebote ver-
tical, la altura de la pelota es una fracción f ∈ (0, 1) de la altura alcanzada anteriormente.
Calcule:
a. (10 puntos) La distancia total recorrida por la pelota.
b. (10 puntos) El tiempo total transcurrido desde que la pelota es lanzada hasta que se
detiene.

Pregunta 2. Potencial gravitacional (20 puntos) Una capa esférica de masaM y
densidad uniforme ρ tiene radio interior b y exterior a. Calcule el potencial gravitacional
para:
a. (10 puntos) Puntos al exterior de la capa (R > a).
b. (10 puntos) Puntos dentro de la capa (b < R < a) .

Pregunta 3. Part́ıcula rodante (30 puntos) Una part́ıcula bajo la acción de la gra-
vedad se desliza en el interior del paraboloide de revolución z = αr2 (α > 0), cuyo eje
está orientado verticalmente. Para este sistema halle:
a. (10 puntos) El Lagrangiano del sistema.
b. (10 puntos) El Hamiltoniano del sistema.
c. (10 puntos) Las ecuaciones de movimiento y las cantidades conservadas. Justifique sus
afirmaciones.

Pregunta 4. Transformaciones canónicas (30 puntos) Un sistema descrito por un
Hamiltoniano independiente del tiempo H0(q, p) es sometido a un campo externo oscilan-
te, de tal modo que el Hamiltoniano del sistema se describe por H = H0(q, p)− εq sinωt,
donde ε y ω son constantes.
a. (10 puntos) Dé una posible interpretación f́ısica al término ε sinωt. Puede usar un
ejemplo particular.
b. (10 puntos) Obtenga las ecuaciones canónicas de movimiento en términos de q, p, y H0.
c. (10 puntos) Encuentre una transformación canónica que restaure la forma canónica de
las ecuaciones de movimiento. Escriba el nuevo Hamiltoniano.

——— Fin del examen. Éxitos! ———
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UNIVERSIDAD DE LOS ANDES

Primer examen del año– Lunes, 15 de Enero, 2018 (2:00 PM a 5:00 PM)
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1 20
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Responda todas las preguntas usando únicamente el material provisto por el
instructor. Procure responder de forma ordenada indicando todos los pasos en
su procedimiento. Incluya diagramas e identifique los parámetros a tener en
cuenta.

Pregunta 1 Considere un sistema de tres part́ıculas idénticas con la misma orientación
de esṕın en un potencial tipo oscilador armónico. El sistema no tiene degeneración de
esṕın, por lo que se dice que esta polarizado. El sistema es preparado tal que

E =
9

2
h̄ω,

donde ω es la frecuencia angular caracteŕıstica del oscilador. Asuma que todos los posibles
estados del sistema con esta enerǵıa son igualmente probables y que las interacciones entre
part́ıculas son despreciables.

1. [ 5 Puntos ] Si usted mide la enerǵıa ε de una sola part́ıcula, ¿Cuál seŕıa el resultado
más probable?

Solución: La enerǵıa de una part́ıcula es

ε = (n+ 1/2)h̄ω,

donde n = 1, 2.... La suma de los números cuánticos n de las tres part́ıculas es
9/2− 3/2 = 3. La combinación de números cuánticos es:

A (1,1,1)

B (2,1,0)

C (3,0,0).

2. [ 5 Puntos ] ¿Cuál es la probabilidad asociada con el resultado anterior asumiendo
una estad́ıstica del tipo Bose-Einstein?

Solución: En el caso de BE, tenemos que todos los tres estados (A,B y C) son
posibles. Las probabilidades son:

n = 3: (1/3)(1/3) = 1/9

n = 2: (1/3)(1/3) = 1/9

n = 1: (3/3)(1/3) + (1/3)(1/3) = 4/9

n = 0: (1/3)(1/3) + (2/3)(1/3) = 3/9

Entonces la enerǵıa mas probable corresponde a n = 1, con ε = 3/2h̄ω y una
probabilidad de 4/9.

3. [ 5 Puntos ] Una estad́ıstica del tipo Fermi-Dirac?
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Solución: En el caso de FD, solo el estado B es posible. Entonces, los números
cuánticos n = 0, 1 y 2 cada uno tienen probabilidad 1/3 con enerǵıas ε = 1/2, 3/2
y 5/2h̄ω.

4. [ 5 Puntos ] Una estad́ıstica del tipo Maxwell Boltzman?

Solución: En el caso de MB, cada part́ıcula es diferente. El número de distintos
estados que corresponden a la combinación de números cuánticos son: A:1; B:
3×2 = 6 y C: 3; que suma en total 10 estados de 3-part́ıculas. Entonces

n = 3: (1/3)(3/10) = 1/10

n = 2: (1/3)(6/10) = 2/10

n = 1: (3/3)(1/10) + (1/3)(6/10) = 3/10

n = 0: (1/3)(6/10) + (2/3)(3/10) = 4/10

Entonces la enerǵıa mas probable corresponde a n = 0, con ε = 1/2h̄ω y una
probabilidad del 40 %.

Page 3 of 11 – EXAMEN DE CONOCIMIENTOS (2018-01)



Pregunta 2 Una part́ıcula con carga q y masa M se mueve en un plano (xy) en presencia

de un campo magnético ~B = Bẑ. Su Hamiltoniano esta dado por

H =
1

2M

(
−ih̄~∇− q ~A

)2

Use el potencial ~A = B
2
ẑ × ~r.

1. [ 3 Puntos ] Resuelva para obtener el movimiento semi-clásico. De acuerdo con
las ecuaciones de movimiento clásicas y con el criterio Bohr-Sommerfeld para la
cuantización, ¿Cuál es el radio `B de la orbita (ciclotrón) más pequeña? ¿Cuál es la
frecuencia angular ω asociada a este radio?

Solución: Tenemos,

M
v2

`B
= qBv

Mv`B = h̄

Entonces, `B =
√

h̄
qB
qBv y ω = qB

M

2. [ 3 Puntos ] El momento mecánico se define como ~Pm = −ih̄~∇ − q ~A. Usando
los operadores a = `B√

2h̄
(Pm,x + iPm,y) y a† = `B√

2h̄
(Pm,x − iPm,y). Encuentre las

relaciones de conmutación
[
a, a†

]
.

Solución:

Pm,x = −ih̄∂x +
qB

2
y = −ih̄∂x +

h̄y

2`2
B

y

Pm,y = −ih̄∂y −
qB

2
x = −ih̄∂y −

h̄x

2`2
B

x

Ahora,

a =
`B√
2h̄

(Pm,x + iPm,x) =
−i√

2
{`B(∂x + i∂y) + (x+ iy)/2`B}

a† =
`B√
2h̄

(Pm,x − iPm,x) =
i√
2
{`B(−∂x + i∂y) + (x− iy)/2`B}

Entonces,[
a, a†

]
=

1

4
([∂x, x] + [∂y, y]− [x, ∂x]− [y, ∂y]) = 1

3. [ 3 Puntos ] Muestre que el Hamiltoniano puede ser escrito en términos de a y a† y
encuentre todos su valores propios.
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Solución: El Hamiltonano es:

H =
1

2M
{(Pm,x + iPm,y)(Pm,x − iPm,y) + (Pm,x − iPm,y)(Pm,x + iPm,y)}

H =
h̄ω

2
(aa† + a†a) =

h̄ω

2
(a†a+

1

2
)

El espectro de enerǵıa viene dado por,

Ena = (n+ 1/2)h̄ω

con na = 1, 2, ....

4. [ 3 Puntos ] Defina nuevas coordenadas tal que ~Rg = ~r − ẑ × ~Pm

Mω
y los operadores

b = 1√
2`B

(Rg,x − iRg,y) y b† = 1√
2`B

(Rg,x + iRg,y). Encuentre
[
b, b†

]
. Pruebe que

[a, b] =
[
a†, b†

]
= 0 y

[
a, b†

]
=
[
a†, b

]
= 0.

Solución:

Rg,x = x+
1

Mω
(−ih̄∂y −

h̄x

2`2
B

) =
x

2
− i`2

B∂y

Rg,y = y − 1

Mω
(−ih̄∂x +

h̄y

2`2
B

) =
y

2
+ i`2

B∂x

Entonces, se tiene que:

b =
1√
2`B

(Rg,x − iRg,y) =
1√
2
{`B(∂x − i∂y) +

x− iy
2`B

}

b† =
1√
2`B

(Rg,x + iRg,y) =
1√
2
{`B(−∂x − i∂y) +

x+ iy

2`B
}

[
b, b†

]
=

1

4
([∂x, x] + [∂y, y] + [x,−∂x] + [y,−∂y]) = 1

[a, b] =
−i
2

([∂x, x] + [∂y, y] + [x, ∂x] + [y, ∂y]) = 0[
a†, b†

]
= −{[a, b]}† = 0[

a, b†
]

=
−i
2

([∂x, x]− [∂y, y] + [x,−∂x] + [y, ∂y]) = 0[
a†, b

]
= −{

[
a, b†

]
}† = 0

5. [ 4 Puntos ] Demuestre que el momento angular canónico Lz =
(
~r ×−ih̄~∇

)
· ẑ se

puede expresar en términos de a, a†, b y b† como Lz = b†b− a†a y encuentre todos
sus autovalores.
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Solución:

Lz =
(
~r ×−ih̄~∇

)
· ẑ

Tenemos que,

a+ a† = −i
√

2`B∂x +
1√
2`B

y

a− a† =
√

2`B∂y −
i√
2`B

x

y,

b+ b† = −i
√

2`B∂y +
1√
2`B

x

b− b† =
√

2`B∂x −
i√
2`B

y.

Entonces,

x =
`B√

2
(b+ b† + i(a− a†))

y =
`B√

2
(a+ a† + i(b− b†))

También,

−i∂y =
1

2
√

2`B
((b+ b†)− (a− a†))

−i∂x =
1

2
√

2`B
((a+ a†)− (b− b†))

Finalmente, para poder escribir el momento angular necesitamos los términos:

−ix∂y =
1

4

[
(b+ b†)2 + (a− a†)2

]
−iy∂x =

1

4

[
(a+ a†)2 + (b− b†)2

]
Entonces,

Lz = h̄(−ix∂y + iy∂x) =
1

2
(bb† + b†b+ aa† − a†a) = b†b− a†a.

6. [ 4 Puntos ] Para cada nivel de enerǵıa del Hamiltoniano H, encuentre los autovalores
permitidos de Lz.
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Solución: Dado que [H,Lz] =
[
a†a+ 1

2
, b†b− a†a

]
= 0, escogemos el número

cuántico de Lz para distinguir cada estado. Para cada uno con eneǵıa Ena =
(na + 1/2)h̄ω, entonces los valores de Lz tomas los valores (nb − na)h̄ = −nah̄,
(−na + 1)h̄, ..., 0, h̄, 2h̄, ....
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Pregunta 3 Considere un electrón en un espacio 3-dimensional en un potencial del tipo
oscilador armónico el cual es perturbado por una interacción esṕın-orbita de manera que

H = H0 +HSO

H0 =
p2

2m
+ V (r)

V (r) =
mω2r2

2

HSO =
h̄2

2m2c2

(
1

r

)
∂V (r)

∂r
L · S

1. [ 10 Puntos ] Determine los valores propios del estado fundamental y el primer
estado excitado de un oscilador armónico 3-dimensional. Discuta sobre la simetŕıa
de la función de onda del estado.

Solución: En 3 dimensiones, un oscilador armónico tiene como enerǵıa base
(3/2)h̄ω. El estado fundamental tiene una simetŕıa de onda tipo s. El estado
excitado más bajo tiene una enerǵıa de (3/2)h̄ω y hay 3 posibles configuraciones
que dan la misma enerǵıa, por lo que tiene simetŕıa tipo p con L = 1 y ML =
1, 0,−1.

2. [ 20 Puntos ] Use la teoŕıa de perturbación para estimar cómo estos autovalores son
modificados por la presencia de la interacción esṕın-orbita.

Solución: Tenemos, después de derivar el potencial respecto de r que

VSO = ∆L · S

con ∆ = (h̄ω)2

2mc2
donde los elementos de matriz son constantes. Evaluando el

término L · S definiendo el momento angular total como

J = L + S

J · J = (L + S) · (L + S)

J(J + 1) = L(L+ 1) + S(S + 1) + 2L · S

〈L · S〉 =
1

2
{J(J + 1)− L(L+ 1)− S(S + 1)}.

Para el estado base del oscilador armónico, se tien que L = 0 y J = S =
1/2. Entonces 〈L · S〉 es igual a cero, lo que quiere decir que el estado base
no se ve afectado por la presencia de la interacción esṕın-orbita (en primera
aproximación). El primer estado excitado entonces tiene L = 1, S = 1/2 tal que
J = 3/2, 1/2. Para J = 3/2 tenemos que

E1/2 = (5/2)h̄ω + ∆/2.
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Para J = 1/2 tenemos que

E1/2 = (5/2)h̄ω −∆
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Pregunta 4 Considere dos metales superconductores I y II separados por un capa del-
gada de un material aislante, tal que la función de onda de un electrón puede estar definida
entre los dos metales. Esto se conoce como una Juntura Josephson. Una fuente de voltaje
V es conectada a través de la juntura para asegurar que en promedio existe neutralidad
de carga. Esta situación puede ser descrita por medio de las siguientes ecuaciones de
Schrödinger

ih̄
∂Ψ1

∂t
= U1Ψ1 +KΨ2 +K

Ψ1Ψ∗2
Ψ∗1

ih̄
∂Ψ2

∂t
= U2Ψ2 +KΨ1 +K

Ψ2Ψ∗1
Ψ∗2

,

donde Ψ1 y Ψ2 son las amplitudes de probabilidad de un electrón en I y II, K es la
constante de acoplamiento debido a la capa aislante, y K

Ψ2Ψ∗
1

Ψ∗
2

y K
Ψ2Ψ∗

1

Ψ∗
2

describen la

fuente de voltaje como una fuente de electrones.

1. [ 10 Puntos ] Muestre que ρ1 = |Ψ1|2 y ρ2 = |Ψ2|2 son constantes en el tiempo.

Solución: Tomando la ecuación para Ψ1 y para Ψ†1 y multiplicándolas por Ψ∗1 y
Ψ1 respectivamente, se llega a:

ih̄Ψ∗1
∂Ψ1

∂t
= U1Ψ∗1Ψ1 +KΨ∗1Ψ2 +KΨ1Ψ∗2

−ih̄Ψ1
∂Ψ∗1
∂t

= U1Ψ∗1Ψ1 +KΨ1Ψ∗2 +KΨ∗1Ψ2

Restando ambas ecuaciones da:

ih̄
∂|Ψ1|2

∂t
= ih̄

∂ρ1

∂t
= 0

Similarmente, se tiene que

ih̄
∂|Ψ2|2

∂t
= ih̄

∂ρ2

∂t
= 0

2. [ 10 Puntos ] Asumiendo ρ1 = ρ2 = ρ0 y expresando las amplitudes de probabilidad
como

Ψ1 =
√
ρ0e

iθ1
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Ψ2 =
√
ρ0e

iθ2

encuentre las ecuaciones diferenciales para θ1 y θ2.

Solución: Sustituyendo las soluciones en términos de θ1 y θ2, dando:

ih̄
√
ρ0iθ̇1e

iθ1 = U1
√
ρ0e

iθ1 +K
√
ρ0e

iθ2 +K
√
ρ0e

i(2θ1−θ2)

, tomando la expresión análoga para θ2 da

θ̇1 = −U1

h̄
− 2K

h̄
cos (θ1 − θ2)

θ̇2 = −U1

h̄
− 2K

h̄
cos (θ2 − θ1)

Restando las anteriores expresiones obtenemos

θ̇2 − θ̇1 = δ̇ =
U1 − U2

h̄

Donde δ = θ2 − θ1. Entonces:

δ =
U1 − U2

h̄
t+ δ0 =

eV

h̄
t+ δ0

3. [ 10 Puntos ] Muestre que la corriente de la fuente de voltaje definida por

I =
K

ih̄
(Ψ1Ψ∗2 −Ψ∗1Ψ2) ,

oscila en el tiempo, y encuentre la frecuencia de estas oscilaciones.

Solución: La corriente

I =
K

ih̄
(Ψ1Ψ∗2 −Ψ∗1Ψ2)

I =
K

ih̄
(
√
ρ0)2{ei(θ1−θ2) − e−i(θ1−θ2)}

I = −2Kρ0

h̄
sin (θ2 − θ1)

I = −2Kρ0

h̄
sin δ = −2Kρ0

h̄
sin {eV

h̄
t+ δ0}

——— Fin del examen. Buena suerte! ———
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