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PROBLEMA 1 (20 puntos). Espin 1/2 en presencia de un campo magnético uni-
forme.

Considere un electrén. Inicialmente, en ¢t = 0, la particula se encuentra en |—),, el estado propio
del operador S, con valor propio —h/2.

(a) (3 puntos) ; Qué posibles resultados y con qué probabilidad se pueden obtener si se
realiza

i. (1 punto) una medicién de S,?
ii. (1 punto) una medicién de S,?
iii. (1 punto) una medicién de S.?

(b) (2 puntos) En el tiempo ¢ = 0 se enciende un campo magnético uniforme de magni-
tud B orientado en direccion z. La interaccién entre la particula y el campo magnético
resulta en un término en el Hamiltoniano de la forma

H="8, (1)

donde e denota la magnitud de la carga del electrén, m su masa y ¢ es la velocidad de
la luz. Si el estado del sistema en t = 0 es |—),, demuestre que el estado del sistema
en el tiempo t estd dado por

(6) = == (7 F|4). — et -). ). 2)

Sl



(c) (6 puntos) En el tiempo t, se realiza una medicién sobre el sistema. Calcule y grafique
la dependencia temporal de la probabilidad de obtener cada uno de los valores propios
del observable medido,

i. (2 puntos) si se mide S,.
ii. (2 puntos) sise mide S,,.
iii. (2 puntos) si se mide S..

(d) (6 puntos) Calcule y grafique la dependencia temporal de cada uno de los siguientes
valores esperados:

i. (2 puntos) (u(1)]S.[4(1)).
i (2 pumtos) (4(1)]8,10(0)
iii. (2 puntos) (¢(t)]S.[¥(1)).

(e) (3 puntos) Dé una interpretacion fisica de los resultados obtenidos en los apartados
anteriores.



PROBLEMA 2. (20 puntos) Adicién de momento angular

Considere un electrén en el orbital p, es decir que su momento angular orbital [ = 1 y su momento

angular de espin s = 1

()

5-
(5 puntos) En el caso en que no hay un acoplamiento entre el momento angular
orbital, L y el de espin, S , escriba los elementos que constituyen la base desacoplada.

Escribalos en la forma |l,my; s, ms), donde m; y m, denotan la componente z de los
correspondientes momentos angulares.

(5 puntos) En el caso en que si hay un acoplamiento entre el momento angular orbital
y el de espin, es conveniente tratar el problema utilizando una base acoplada de la forma

|7,m;) donde m; denota la componente z del momento angular total J=L+S. Para
un electrén en el orbital p, escriba cada uno de los elementos de la base acoplada,

(10 puntos) Utilizando las reglas de la adicién del momento angular, escriba cada
uno de los elementos de la base acoplada, |j,m;), en funcién de elementos de la base
desacoplada, |l,my; s, ms).



PROBLEMA 3. (30 puntos) Dispersién.

Considere el problema de dispersion de particulas tratado por el método de la ecuacion integral
de dispersion.

()

(10 puntos) Sin realizar ningun calculo, describa cualitativamente porque es de esper-
arse que la forma asintética de los estados estacionarios de dispersion sea

" 6zkr
UZ_)OO ~ etkz + fk(e,@)

, 3
) Q
donde k& es el momento inicial de la particula y fi(6, ) la amplitud de dispersién. Ex-
plique claramente todas sus consideraciones y realice un esquema que describa clara-
mente la situacion fisica.

(10 puntos) Siguiendo el tratamiento de la ecuacién integral de dispersion, se tiene
que la amplitud de dispersién estd dada por

—
/

o0, ) = / e (7Y BT (), (@)

T 4r

donde v/ (77) describe a la onda incidente, k' = |k|# es el vector de onda asociado a la
onda que llega al punto de observacién, u(i") = 24V () con V() el potencial y y la masa
reducida. Indique en qué consiste utilizar la aproximacién de Born en la amplitud de
dispersién y escriba como seria la expresién para fi (6, ¢) en esta aproximacién. Exprese
su respuesta en terminos del momento transferido, ¢ = K — k.

(10 puntos) La amplitud de dispersion y la seccién transversal diferencial, 5—67 se

relacionan mediante 92 = |f,(6, ¢)|?. Calcule la seccién eficaz diferencial en la aproxi-
macién de Born. Escribala en funcién del momento transferido, ¢, el potencial V (7) y
la masa reducida.



PROBLEMA 4. (30 puntos) Teoria de perturbaciones dependientes del tiempo

En este ejercicio calcularemos el efecto de una perturbacion de la forma H 1(t) = W sin(wt) donde
W es una perturbacion constante y w es una frecuencia que no varia en el tiempo. Para esto con-
sidere que inicialmente el sistema esta en el estado |p,) que es un estado propio del Hamiltoniano
no perturbado, Hy, tal que Hy|g,) = hw,|@n).

(a) (20 puntos) Primero se calculard la correccién a primer orden para el estado no
perturbado, |¢,). Para esto siga los siguientes pasos:

i. (5 puntos) considere que el estado del sistema perturbado en el tiempo ¢ puede

ii.

iii.

1v.

escribirse como

= 3 b)), (5)

donde b, (t)e~™"! es un coeficiente dependiente del tiempo que estéd regido por la
perturbacién. Utilizando la ecuacién de Schrédinger y operando con un bra (o,
que es estado propio de H07 demuestre que b,,(t) satisface

= St (e W, (6)

donde W,,,,, = <g0m\ﬁ1(t)\g0n>.

(5 puntos)Expandiendo b,,(t) =) AT (t) y remplazando H;(t) — AH(t) con
A un parametro que ayuda a llevar el orden en el que queremos ver la perturbacién,
demuestre que bffl) satisface la ecuacion de recurrencia

db(r)
Z b('r 1) fz(wnfwm)thn. (7)

(5 puntos) Utilizando Ec. 7'y considerando que [¢)(t = 0)) = |¢;), demuestre que

1/t ,
b7(2) (t) = 5m,i bgrlL) (t) = — / e_l(wi_wm)t Wmldt/ (8)
h Jy

(5 puntos) Para H;(t) = W sin(wt) demuestre que

Wmi
2uh

bV (t) =

m

(A, — AL), (9)

donde W,,; = <g0m|VAV\<pn>7 A, es el término antiresonante y A_ el término reso-
nante dados por
1— ez(erw,,”')t 1— ez(wmifw)t
A+ = A_= ) (]‘0)
Wi +w Wmi — W

CON Wi = Wy, — Wi.



(b) (10 puntos) En esta segunda parte del ejercicio, se calculard, a primer orden, la
probabilidad de transicién de un estado inicial, |¢;), a un estado final, |ps). Para esto
se seguiran los siguientes pasos:

i. (5 puntos) Demuestre que al considerar la perturbacién encendida, es decir A = 1,
y tomar |pr) # |¢;), la probabilidad de transiciéon de un estado inicial a un estado
final, Piy(t) = b (t)]%.

ii. (5 puntos) Demuestre que al despreciar el término antiresonante en Ec. 9,

W
Pyt = A |

sin((wp — w)£)1?
" } . (11)

Para facilitar esta demostracién, note que A_ puede escribirse como

i W)t
A = —gelomimt/2 [Sm((u(}“@_ w“)"1)2)] , (12)
mt 2

Dé una interpretacion fisica de Ec. 11. Para esto, realice dos graficas: P;s(t)
considerando a w constante y w # wy;; y otra grafica, P;s(w), para el caso en que
w varia y el tiempo esta fijo.
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FORMULAS UTILES

A. Oscilador armonico, operadores escalera

an>=+vnn—-1> 'y a'ln>=vn+in+1>

(13)

B.
V(0 ¢) = (_mel@t ! Ei . :Z|§;eiméﬂﬂm(cos@) (14)
Y;n(ﬂ—97gp—|—7r) = (_1)1Y?L(9>Qp) (15)

C. Para los operadores de momento angular J:

J|J,my >=5(j + Dh[J,m; >

j+|J7mj >= h\/](j + 1) - m(m+ 1)|J7m] +1>

J_|Jymy >=h\/j(G + 1) —m(m — 1)|J,m; — 1 >

D. Matrices de Pauli

. (01 L (0 =i . (1 0
2=\ 10) %= \i 0 %270 —1
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PROBLEMA 1 Considere un cascarén conductor esférico de radio R y una carga puntual ¢
situada a una distancia a > R del centro de la esfera.

(a) (10 puntos) Calcule el potencial para todo punto del espacio producido por esta con-
figuracion cuando la esféra esta a un potencial V(R) = 0. Use el método de imégenes
y encuentre el valor de la carga imégen (¢’) y su posicién con respecto al centro de la
esfera.

(b) (5 puntos) Ahora suponga que el conductor esférico se conecta a una baterfa, tal que
la superficie de la esfera conductora se mantiene a un potencial constante V(R) = Vj.
Partiendo de los resultados del punto anterior, encuentre la magnitud y la posiciéon de
una segunda carga imagen ¢” en términos de Vj.

(¢) (5 puntos) Suponga que ¢ = —¢”. Calcule la fuerza que siente la carga ¢ debido al

conductor esférico para un potencial V(R) = V}.



PROBLEMA 2 El solenoide mostrado en la figura contiene un ntmero total de N espiras dis-
tribuidas uniformemente, un radio interior a, un radio exterior b y una altura h.

(a) (10 puntos) Suponga que por el alambre circula una corriente constante 1. Calcule el
campo magnético para
Lr<a
il.a<r<b
iii. r > b.
(b) (5 puntos) Calcule el flujo magnético por una de la espiras del solenoide. Usando esta
informacion, indique la autoinductancia L del solenoide.

(¢) (5 puntos) Suponga ahora que por el alambre circula una corriente alterna I(t) =
Iy cos(wt), {Cuél es la magnitud de la fuerza electromotriz autoinducida (“back emf”)
en este caso?




PROBLEMA 3 A partir de las ecuaciones de Maxwell en el vacio,

B=0

<

V-E=0

<

L . 10E
F-_90 - -2
VX ot x 2 ot

(a) (5 puntos) Encuentre la ecuacién de onda para el campo eléctrico y el campo magnético.

(b) (7 puntos) Suponga que la solucién para estas ecuaciones son ondas planas, monocromaticas
recuencia w, qu r ireccion z u
de frecuencia w, que se propagan en la direccién z tal que

E(z,t) = Egexpi(kz — wt)

B(z,t) = Byexpi(kz — wt).

Encuentre las condiciones para la direccion y amplitud de E, y B, tal que se satisfagan
las ecuaciones de Maxwell. Haga un dibujo en donde indique claramente la direccion
de Ey, By v k. A partir de esto clasifique la onda.

(¢) (8 puntos) Suponga que el plano zy,z = 0 forma una frontera entre el vacio n; = 1
y un medio transparente lineal con permitividad pu &~ pug e indice de refraccion ny =
¢/vy, donde vy es la velocidad de progacién de la onda electromagnética en el medio
transparente y ¢ es la velocidad de propagacién de la luz en el vacio. La onda plana
incide normal al plano xy de tal forma que una parte de la luz es reflejada y otra es
transmitida. Escriba las expresiones para el campo eléctrico y magnético de la onda
incidente, de la onda reflejada y de la onda transmitida por el medio y las condiciones
de frontera correspondientes.

(d) (5 puntos) Usando las condiciones de frontera, encuentre la amplitud de las ondas re-
flejada y transmitida en términos de la amplitud de la onda incidente.

(e) (5 puntos) Calcule el vector de Poynting para la onda transmitida y para la onda refle-
jada. ;Como se relacionan estos valores con el vector de Poynting de la onda incidente?



PROBLEMA 4 Los potenciales retardados producidos, a una distancia r del origen, por
un dipolo perfecto que oscila con una frecuencia w estan dados por:

V(r,0,t) = o COS&{—g sinfw(t —r/c)] + %cos[w(t —r/o)]}

4degr c

A(r,0,t) = _uzp(;w sin[w(t — r/c)](cos OF — sin 06).
s

En donde py = qod es el valor méaximo del momento dipolar producido por dos cargas sepa-
radas a una distancia d como se muestra en la figura.

Tl4g r

(a) (10 puntos) Encontrar el campo eléctrico y magnético producido por dicho dipolo en
un punto r del espacio.

(b) (5 puntos) Calcule este campo en la zona de radiacién, cuando r >> <.

(c) (10 puntos) Usando este campo, calcule y haga un dibujo de la intensidad promedio
obtenida en un ciclo de oscilaciéon como funcién del angulo 6 para un r fijo. Indique la
direccién para el valor maximo y el valor minimo de dicha radiacién.

(d) (5 puntos) Calcule la potencia total irradiada por el dipolo en este limite, para esto
tenga en cuenta [ sin® zdz = ;5{cos(3z) — 9 cos(z)}.



Formulas generales

Identidades vectoriales
VA -B)=Ax (VX B)+Bx(VxA) +(A-V)B+ (B-V)A

Vx(AxB)=(B-V)A—(A-V)B+A(V-B)—B(V-A)

Derivadas vectoriales en coordenadas cartesianas:

VIS5 Ty T
= - 81}2 avy a'Ua; avz A Ovy (%x A
va—<ay 82)1—1—(82 8x>j+(0x ay)k

Derivadas vectoriales en coordenadas esféricas:
v 8tA+18tA+ 1 0ot~
= —7T _— _—
or r 00 rsinf 0o

= 10 9 1 0 1 8U¢
Vo= r? Or(r or) + rsm989(smeva) rsinf J¢
-1 0 ovl . 1] 1 Ov, O 110
VU= Tong (g nove) - &J * Lme 96 ar(”)‘i’)] 0+ [ar(”’@) -
Derivadas vectoriales en coordenadas cilindricas:
815 1 ot ~ 815 A
t=—5+—— k
\V4 590
10 18% avz
+

VU= Sas )+ S5,
10v, Ovg| . ovs Ov,| ~ 1[0 dvg | »
} - [82’ - as]¢+ [as(%) 8¢}k

VX”:[W 2. 1°

ov,
00

|4
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Universidad de

los Andes

Doctorado en Ciencias - Fisica
Examen de Conocimientos - 2016 - 1

Mecanica estadistica

No se permite el uso de ningtin documento, libro o apuntes, ni el uso de ningin dispositivo
electrénico tales como celulares, reproductores de musica, computadores, tabletas, etc.

Duracion total del examen : 3 horas

PROBLEMA 1. ADSORCION SOBRE UNA SUPERFICIE.

Cuando un gas se encuentra en equilibrio térmico con una pared sélida, las moléculas se pueden
unir a esta en sitios determinados que dependen de la estructura de la misma. A este proceso se le
conoce como adsorcion y puede ser visto como un equilibrio entre dos fases, analogo al equilibrio
quimico a temperatura fija 7T'.

Para calcular el nimero de moléculas adsorbidas sobre una pared considere el siguiente modelo:
la pared estda compuesta de N sitios y cada molécula puede unirse a la pared con una energia de
enlace —u. Las moléculas no adsorbidas forman un gas perfecto. Para implementar este modelo
siga los siguientes pasos:

a.) (3 puntos) Escriba el potencial para las moléculas adsorbidas. Tenga en cuenta que para un
sistema termodindmico cerrado a temperatura fija, éste potencial es la energia libre de Helmholtz.
b.) (5 puntos) Usando el potencial del punto anterior, calcule el niimero de particulas adsorbi-
das, n, en funcién del nimero total de sitios IV, la energia de enlace, el potencial quimico p y la
temperatura 7. En este caso el potencial quimico de las particulas en el gas es el mismo que el
potencial quimico de las particulas adsorbidas.

c.) (10 puntos) Deduzca el nimero de particulas adsorbidas, n, en funcién de la presién del gas
y la temperatura.

d.) (2 puntos) Analice el comportamiento de n en el caso limite cuando 7" — 0.



PROBLEMA 2. TRAMPA DE NITROGENO LIQUIDO

Las moléculas de un gas presente en un volumen () pueden ser evacuadas a través de una bomba
de vacio. Una manera practica de mejorar este vacio, es condensar las moléculas del gas residual
(usualmente vapores de aceite provenientes de las bombas) en una superficie fria. Esto garantiza
que no entre ninguna particula al volumen 2. A este procedimiento se le conoce como trampa de

nitrégeno liquido (Figura 1).

8 ™
Volumen a evacuar €2

o Orificio de area S

—

L ;
IEIEDmba de vacio
s

|

\ 2/

¥

n"™ Nitrogeno liquido

Figura 1: Representacién esquematica de una trampa de nitrogeno liquido

Se supone que las moléculas del gas que se quiere evacuar, de masa m, estan en equilibrio térmico
a temperatura T.

a.) (5 puntos) Asumiendo que cualquier molécula que entra al orificio se condensa, calcule el
nimero de moléculas que salen, del volumen €2, por unidad de tiempo por el orificio de area S.
b.) (10 puntos) Para ver claramente que la trampa de nitrégeno liquido mejora el vacio, calcule
el cambio de la presion, en el volumen 2, en funcién del tiempo.



PROBLEMA 3. FERMIONES EN DOS DIMENSIONES

Considere un gas de electrones libres restringidos a moverse en un plano:
a.) (10 puntos) Muestre que la densidad de estados D(e) es independiente de la energia, €.
b.) (5 puntos) Determine la energia de Fermi a temperatura cero en funcién de D(e).

c.) (10 puntos) Muestre que el potencial quimico, p, tiende exponencialmente a la energia de
Fermi a baja temperatura.

d.) (5 puntos) Calcule la energia interna a bajas temperaturas. Recuerde que para este caso
puede utilizar la expansion de Sommerfeld:

© D(e)ede
UT_>0—/O TF B, (1)

Donde g es 1/kT y k es la constante de Boltzman.

e.) (5 puntos) Calcule la capacidad calorifica de un gas 2-dimensional de electrones a bajas
temperaturas.



PROBLEMA 4. SOLIDO FERROMAGNETICO

Un modelo simplificado de un sélido ferromagnético es el modelo de Ising, que representa el sélido
como un ensamble de N espines % fijos a una matriz peridédica. Los espines interactuan entre si
por una interaccion de origen cuantico debida al principio de exclusion de Pauli. La interaccién

de intercambio para dos espines S y S es de la forma —K S-S , donde K es una constante.
La energia de interaccion entre dos espines situados en los sitios ¢ y 7 de la red es de la forma

—Vi; 0,05, donde el potencial —V;; depende de la distancia entre los sitios ¢ y j. Los operadores
0; y 0; conmutan y tienen valores propios £1.

En presencia de un campo magnético externo el hamiltoniano del sistema es:

H=-) Vij6id;+pB>» ;.

1<j %

Considerar un modelo simplificado en el que el potencial de interaccién V;; es independiente de la

. . o). . . 1 . . . V
distancia entre los sitios i y j (a corto rango) y puede escribirse como: V; = .

Este modelo simplicado no es realista porque los espines interactuan de la misma forma inde-
pendientemente de la distancia pero tiene la ventaja de que es soluble en el limite de un sistema
macroscopico N— 0o.



a.) (10 puntos) Mostrar que la funcién de particién de este modelo solo depende de la variable:

1 N

[11

b.) (10 puntos) Ahora re-escriba la funcién de particién utilizando la identidad

BVN =2 1 & 2oy JBVN _
ez = =— dye ¥~V 2 =2
™ —00

BVN

Haciendo x = 2yy/ =5~ + ufSBN, escriba la funcién de particiéon de la forma:

7 = /OO dre No@)

o0

Identifique claramente la funcién ¢(z)

c.) (10 puntos)Escriba las ecuaciones que minimizan la energfa libre en el limite termodindmico,
cuando N— oo. Utilice el hecho que el limy_ _Wl In Z = ¢(x*) donde x* es el valor que minimiza
¢(z). Discuta el significado fisico de z*.
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FORMULAS GENERALES

1. Funciones de estado y relaciones de Maxwell

Energia interna: U dU =TdS — pdV
Entalpia: H=U+pV | dH =TdS + Vdp
Energia libre: F=U-TS | dFF = —-SdT — pdV
Entalpia libre de Gibbs : | G = H —TS | dG = —SdT + Vdp

2. Longitud de onda térmica de de Broglie en una dimensién

A = h(2mmkT)~1/?

3. Expansién de Sommerfeld:
[ e~ [ e+ o+ 06

4. Valores esperados en términos de la funciéon de particién.

_ 0In(Z2) 81n( ) B 8111( ) L 20%In(2)
B ~ 0In(Z) o 0In(Z)
F = —kTln(Z) , N= 90 0 M= kT AN,

5. Funciones hiperbdlicas que pueden ser de utilidad:

sinh(x) = 5
cosh(z) = c —;e
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PROBLEMA 1. ADSORCION SOBRE UNA SUPERFICIE.

Cuando un gas se encuentra en equilibrio térmico con una pared sélida, las moléculas se pueden
unir a esta en sitios determinados que dependen de la estructura de la misma. A este proceso se le
conoce como adsorcidn y puede ser visto como un equilibrio entre dos fases, analogo al equilibrio
quimico a temperatura fija T

Para calcular el ndmero de moléculas adsorbidas sobre una pared considere el siguiente modelo:
la pared estd compuesta de N sitios y cada molécula puede unirse a la pared con una energia de
enlace —u. Las moléculas no adsorbidas forman un gas perfecto. Para implementar este modelo
siga los sipuientes pasos:

a.) (3 puntos) Escriba el potencial para las moléculas adsorbidas. Tenga en cuenta que para un
sistema termodindmico cerrado a temperatura fija, éste potencial es la energia libre de Helinholtz.
b.) (5 puntos) Usando el potencial del punto anterior, calcule el nimero de particulas adsorbi-
das, n, en funcidn del mimero total de sitios N, la energia de enlace, el potencial quimico i y la
ternperatura 7. En este caso el potencial quimico de las particulas en el gas es el mismo que el
potencial quimico de lag particulas adsorbidas.

c.) (10 puntes) Deduzca el numero de particulas adsorbidas, n, en funcion de la presion del gas

v la temperatura.
d.) (2 puntos) Amnalice el comportamiento de n en el caso limite cuando 7' — 0.
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PROBLEMA 2. TRAMPA DE NITROGENO LIQUIDO

Las moléculas de un gas presente en un volumen £ pueden ser evacuadas a través de una bomba
de vacio. Una manera practica de mejorar este vacio, es condensar las moléculas del gas residual
(usualmente vapores de aceite provenientes de las hombas) en una superficie fria. Esto garantiza
que no entre ninguna particula al volumen £. A este procedimiento se le conoce como irampa de
nitrégeno liquido (Figura 1).

Volumen a evacuar §2 !
_ Orificio de area S

B

B
Bomba de vacio i

Nitrogeno liquido

Ficura 1: Representacion esquemadtica de una trampa de nitrdgeno liquido

Se supone que lag moléculas del gas que se quiere evacuar, de masa m, estan en equiiibrio termico
a temperatura T.

a.) (5 puntos) Asumiendo que cualquier molécula que entra al orificio se condensa, calcule el
nimero de moléculas que salen, del volumen £), por unidad de tiempo por el orificio de drea S.
b.} (10 puntos) Para ver claramente que la trampa de nitrégeno liquido mejora el vacio, calcule
el cambio de la presion, en el volumen 2, en funcién del tiempo.

[
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PROBLEMA 3. FERMIONES EN DOS DIMENSIONES

Considere un gas de electrones libres restringidos a moverse en un plana:
a.) (10 puntos) Muestre que la densidad de estados D{e) es independiente de la energia, c.
b.) (5 puntos) Determine la energia de Fermi a temperatura cero en funcion de D(e).

c.) (10 puntos) Muestre que el potencial quimico, g, tiende exponencialmente a la energia de
Fermi & baja temperatura.

d.) (5 puntos) Calcule la energia interna a bajas temperaturas. Recuerde que para este caso
puede utlizar el modelo de Sommerfeld:

[ Dle)ede
U’]‘—:D‘I/O T Bl (1)

Donde 3 es 1/kT y k es la constante de Boltzman.

e.) (5 puntos) Calcule la capacidad calorffica de un gas 2-dimensional de electrones a bajas
temperalburas.




PROBLEMA 3. FERMIONES EN DOS DIMENSIONES

Considere un gas de electrones libres restringidos a moverse en un planao:
a.) (10 puntos) Muestre que la densidad de estados D(¢) es independiente de la energia, .
b.) (5 puntos) Determine la energia de Fermi a temperatura cero en funcién de D(e).

c.) (10 puntos) Muestre que el potencial quimico, p, tiende exponencialmente a la energia de
Fermi a baja temperatura.

d.) (5 puntos) Calcule la energia interna a bajas temperaturas. Recuerde que para este caso
puede utilizar la expansion de Sommerfeld:

< D(e)ede
UT—+O - /[] 1 (ﬂﬁ([—“} (1)

Donde f es 1/kT y k es la constante de Boltzman.

e.) (5 puntos) Calcule la capacidad calorifica de un gas 2-dimensional de electrones a bajas
temperaturas.
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PROBLEMA 4. SOLIDO FERROMAGNETICO

Un modelo simplificado de un sélido ferromagnético es el modelo de Ising, que representa el sélido

como un ensamble de N espines 1 fijos a una matriz periddica. Los espines interactuan entre si

por una interaccién de origen cudntico debida al principio de exclusion e Pauli. La interaccidn

de intercambio para dos espines § y 57 es de la forma —K 5 - 5, donde K es una constante.

La energia de interaccidn entre dos espines situados en los sitios ¢ y j de la red es de la forma
—~V;; 6;d;, donde el potencial —V;; depende de la distancia entre los sitios ¢ y j. Los operadores
g; y d; conmutan y tienen valores propios %1,

En presencia de un campo magnético externo el hamiltoniano del sistema es:

H= - Vydd;+pB Z G;.

()

Considerar un modelo simplificado en el que el potencial de interaccién 1, es independiente de la
Vv

distancia entre los sitios 4 y j {a corto rango) y puede escribirse como: Vi; = .

Este modelo simplicado no es realista porque los espines interactuan de la misma forma inde-
pendientemente de la distancia pero tiene la ventaja de que es soluble en el limite de un sistema
macroscopico N— oc.

N



a.) (10 puntos) Mostrar que la funcidn de particidn de este modelo solo depende de la variable:
1
— W Z J;.
b.) (10 puntos) Ahora re-escriba la funcidn de particién utilizando la identidad

- = -
T T = —\/1_ d.ye"”z”gy‘/ N
T J —o0

Haciendo & = 2y -{i‘—}\i + BN, eseriba la funcidn de particién de la forma:

[au]
Zm/ dpe Vo)

oo

Identifique claramente la [uncién ¢(z)

c¢.) (10 puntos)Escriba las ecuaciones qgue minimizan la energia libre en el limite termodindmico,
cuando N— co. Utilice el hecho que el imp_.oc 5 In Z = ¢(x") donde 2* es el valor que minimiza
@(x). Discuta el significado fisico de z*.
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Mecanica estadistica

FORMULAS GENERALES

1. Funciones de estado y relaciones de Maxwell
Energfa interna: U dU =TdS — pdV
Entalpia: H=U+pV | dH =TdS + Vdp
Energia libre: F=U-TS | dFF = -5dT — pdV
Entalpia libre de Gibbs : | G = H — T8 | dG = —5dT + Vdp

1Nl

. Longitud de onda térmica de de Broglie en una dimension

A = h(2makT)™Y?

3. Expansién de Sommerfeld:

G H(C) B g 71'2 , i
jm Ty o= /_m Hie)de + 7 i (1) + O{Bp) ™)

4. Valores esperados en términos de la funcion de particion.
aln(Z) aln(Z) On(Z) ,&*1In(Z)
E = - p=kln——m= S=kFIn(Z) -k Cy = k" ——=t
Dﬁ y P av y Il( ) ,B Bﬁ ) i 6 862
d1n{Z) dln(Z)
F = —kThZ N = o= —hT
Il( ) ! aa v M aNJ
5. Funciones hiperbdlicas que pueden ser de utilidad:
) et — g
sinh{z) = 5
CL’ + E‘““‘l
cosh(z) = 5
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Mecanica Clasica

No se permite el uso de ningin documento, libro o apuntes, ni el uso de ningtn dispositivo electrénico tales como
celulares, reproductores de musica, computadores, tabletas, etc.

Duraciéon total del examen : 3 horas

1. (25 puntos) Encuentre expresiones para el minimo y maximo periodo de oscilacion que es posible
lograr con un péndulo fisico hecho de una tabla de madera con distribuciéon de masa uniforme y de
dimensiones a X b x ¢ (con a < b < ¢), suponiendo que el eje del pivote atraviesa la tabla perpendicu-
larmente a alguna de las tres caras.

2. (25 puntos) Una moneda de radio r rueda sin deslizar sobre una mesa de tal forma que su punto de
contacto describe un circulo de radio R. Si la velocidad tangencial del punto de contacto es V', encuentre
el angulo « que describe la moneda con la vertical. Suponga que r < R.




3. (25 puntos) Una transformacion de gauge cambia la forma del lagrangiano sin afectar las ecua-
ciones de FEuler-Lagrange. Una aplicacién importante es en la identificacién de cantidades conservadas,
transformando el lagrangiano a uno que exhiba explicitamente alguna simetria deseada.

a) (10 puntos) Considere un sistema dinamico con coordenadas generalizadas q = (q1,¢2, ... qn),
regido por un lagrangino L(q,q). Demuestre que se obtienen las mismas ecuaciones de Euler-
Lagrange si se le suma al lagrangiano una derivada total del tiempo de alguna funcion f(q):

daf — df of

L/:L+*:L+ .'+77

b) (15 puntos) Considere ahora un posible lagrangiano para una particula cargada en presencia de
un campo magnético constante en la direccion z, restringida a moverse en el plano (z,y):

m . . qB . .
L=— (i* +9%) + — (29 — y).
5 (8 +97) + 5 (29 — i)
Usando simetrias del lagrangiano o de lagrangianos equivalentes de acuerdo al punto (a), encuentre
las constantes de movimiento asociadas a las siguientes tres transformaciones: i) traslaciones a lo
largo del eje x, ii) traslaciones a lo largo del eje y, vy iii) rotaciones en torno al origen.

4. (25 puntos) Una particula confinada a moverse en una dimension, con coordenada generalizada
x, estd sujeta a un hamiltoniano de la forma

P
H= ?+|x\°‘, a>0, (1)

donde p es el momentum conjugado a x.

a) (5 puntos) Para una energia E dada, elabore una curva cualitativa de la trayectoria del sistema
en el espacio de fase (el plano (z,p)), identificando los puntos de retorno del movimiento en x
como funcion de E. Adicionalmente, encuentre la funcion py(x, E) que describe la curva en la
porciéon del movimiento en que el momentum es positivo.

b) (10 puntos) Demuestre que para cualquier hamiltoniano H = % + V (), con movimiento pe-
riodico, se cumple que si J(E) es el area encerrada por la curva con energia E, el periodo del

movimiento a energia E satisface
dJ

¢) (10 puntos) Demuestre que para el hamiltoniano (1), el periodo del movimiento esté relacionado
con la amplitud A (igual al valor maximo de z) por una relacion de la forma

T x A7,

y determine el exponente v en funcion de «. Verifique que para el caso del oscilador armonico
(av = 2) el periodo es independiente de la amplitud.
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