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Problema 1 - Soporte deslizante

El sistema de la figura tiene friccién entre M1y M2 con coeficientes L y L, pero no en las demas superficies.
La polea es ideal, M1=5m, M2=M3=m. Encuentre las aceleraciones de los tres cuerpos.

M2 ~

M1 M3

Problema 2 - Modos de oscilaciéon

El sistema de la figura consiste de dos masa iguales conectadas por tres resortes iguales, las cuales deslizan
sobre una superficie sin friccion. Encuentre la posicién en funcién del tiempo para la condicidn inicial

= @)=




Problema 3 - Pelota de baloncesto rotante

Una pelota de baloncesto de radio r se queda dando vueltas en un aro horizontal de radio R como lo indica la
figura. Visto desde arriba, la pelota gira en sentido de las manecillas del reloj en un plano inclinado un dngulo
0 respecto al plano horizontal. Su centro de masa gira en un circulo de radio S<R en sentido contrario a las
manecillas del reloj, con velocidad angular Q. La inercia rotacional de la pelotaes I = %mrz respecto a su

centro.
a) Calcule el torque total respecto al centro de masa de la pelota.

b) Encuentre la velocidad angular W que describe la rotacién de la pelota en el marco inercial en términos de
Q, R, ry los vectores unitarios que considere apropiados.

c) Encuentre Q en términos de g, R, ry 0.
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Problema 4 - Péndulo de longitud variable

Considere un péndulo de masa m con cuerda cuya longitud varia lentamente de acuerdo a I(t), funcién

. ; l
desconocida pero que cumple con || « 7
a) Encuentre el Lagrangiano y el Hamiltoniano de este sistema.
b) ¢éEs el Hamiltoniano igual a la energia total? ¢Se conserva alguno de los dos?

c) Evalle la ecuacion de movimiento para la variable 6 en forma de ecuacién diferencial de segundo orden.

Cuando |I| = 0, écudl es el periodo de oscilaciones pequefias?

3
d) Muestre que la amplitud de oscilaciones pequefias es proporcional a ["%.
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PROBLEMA 1. CONDENSADOR DE DISCOS PARALELOS.

Se tiene un condensador de placas metalicas paralelas. Las placas son circulares de radios a y con
una separacion de valor L. La densidad de carga sobre las placas es uniforme y de valor o y —o
para cada placa.

a. Determine el campo eléctrico en un punto a una distancia Z; del centro del condensador y a
lo largo del eje de simetria.

b. Hallar la diferencia de potencial entre las dos placas.

PROBLEMA 2. CONDICIONES DE FRONTERA.

Se tiene una regién del espacio dividida por una ldmina delgada, con densidad de carga o, como
indica la figura.

a. Encuentre las condiciones de frontera de la componente normal del campo eléctrico a ambos
lados de la lamina.

b. Encuentre las condiciones de frontera de la componente paralela del campo eléctrico a ambos
lados de la lamina.

c. FEncuentre las condiciones de frontera del potencial eléctrico a ambos lados de la lamina.
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PROBLEMA 3. CAMPOS E Y B RELATIVISTAS.

Un observador estatico, ubicado en las coordenadas x=b, y=0, z=0 en su sistema en reposo, ob-
serva una carga Q que se mueve sobre el eje z con una velocidad v, cercana a la velocidad de la luz.
En el tiempo t=0 la carga pasa por el origen de coordenadas estaticas del observador. Determine
los campos eléctrico y magnético que siente el observador.

PROBLEMA 4. ESFERA MAGNETIZADA.

Hallar el campo magnético producido por una esfera de radio R que tiene magnetizacion uniforme
M = Myk.



FORMULAS ELECTRODINAMICA
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Explique claramente los pasos que sigue para la solucion del problema.

PROBLEMA 1. SYSTEMA CUANTICO DE DOS NIVELES.

Considere un sistema de dos niveles (|1 >,|2 >) cuyo Hamiltoniano en esta base esta dado

por:

Donde € es una constante real.
(a) Encuentre las posibles energias de este sistema.

(b) Encuentre los estados estacionarios.
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PROBLEMA 2. OSCILADOR ARMONICO CON PERTURBACION
INDEPENDIENTE DEL TIEMPO.

Un oscilador arménico de una dimension es perturbado por el siguiente potencial de inter-

accion:

!

H =er'(e << 1) (2)

Asuma que el oscilador estd inicialmente en el enésimo estado |n >. Usando operadores de

creacién y aniquilacién, calcule el cambio de energia en el primer orden de perturbacion.

PROBLEMA 3. OSCILADOR ARMONICO CON PERTURBACION
DEPENDIENTE DEL TIEMPO.

Una particula de masa m y carga q se ubica en un potencial V' = k(2% + y% + 22)/2 de un
oscilador arménico. En el tiempo ¢ — —oo el oscilador se encuentra en su estado base. Para
un tiempo t = 0, el oscilador es perturbado por un campo eléctrico uniforme, dependiente

del tiempo:

E(t) = Ae (73 (3)
Donde A y 7 son constantes. Calcule para el orden mas bajo perturbativo, la probabilidad
que el oscilador esté en un estado excitado para t = oo.
(a) Escriba el Hamiltoniano de este sistema.

(b) Para la funcién de onda arbitraria del sistema, | >= > cpln > e~Ent/h halle los
coeficientes complejos ¢, para t = 0 y t = +oo (use la definicién de ¢, (t) en la tabla de

ecuaciones).

(c) Halle la probabilidad de transicién.
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PROBLEMA 4. ATOMO DE HIDROGENO CON PERTURBACION
DEPENDIENTE DEL TIEMPO.

Un atomo de hidrogeno esta en el estado base en t = —oo. Un campo eléctrico E(t) =
(E&)e‘t2/72 se aplica hasta t = oo, donde k representa el vector unitario para el eje Z en
coordenadas cartesianas. Halle la probabilidad correspondiente que el atomo termine en

cualquiera de los estados n = 2, usando el primer orden de perturbacién.

(a) Escriba el el termino del Hamiltoniano para el primer orden de perturbacién (escriba el

termino en coordenadas ésfericas).
(b) Escriba la expresién para hallar la amplitud de transicién para este caso.

(c) Resuelva las integrales respectivas y halle una expresién simplificada para a amplitud de

transicion.

(d) Halle la probabilidad de transién.
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I Oscilaciones de un piston (20 puntos)

Un cilindro vertical de radio R contiene una cantidad de gas ideal y esta provisto de un pistén
de masa m que puede moverse libremente, con friccion despreciable. La parte superior del pistén
estd contra el aire exterior a una presién atmosférica pg. La parte interior del pistén, que contiene
el gas ideal, se mantiene en un bafo térmico a una temperatura constante 7T'.

1. En equilibrio térmico y mecdanico, el piston estd a una altura h sobre la base del cilindro.
Determinar la presién p(h) del gas ideal contenido dentro del cilindro.

2. Se jala el piston hasta una altura h+y y después se suelta. Determinar la fuerza que se ejerce
sobre el piston.

3. Después de soltar el piston este se pone a oscilar. Determinar la frecuencia de las oscilaciones
cuando y < h.

4. ;Cémo cambia la frecuencia de oscilaciéon del piston si el proceso de las oscilaciones fuera
adiabatico en vez de isotérmico?

II Entropia y conduccién térmica (20 puntos)

Un cuerpo 1 de capacidad calorifica Cj, inicialmente a temperatura 7Y, se pone en contacto
térmico con otro cuerpo 2 de capacidad calorffica Cy, a temperatura 75 > TP. Los dos cuerpos
forman un sistema que se supondra aislado térmicamente del exterior. Después de cierto tiempo la
temperatura del cuerpo 1 es 77 y la del cuerpo 2 es Tb. Se supondran constantes las capacidades
calorificas de ambos cuerpos.

1. Determinar el cambio de entropia del sistema desde el estado inicial (temperaturas 17 y T%)
hasta el estado de temperaturas 77 y 15, en funcién de estas.

2. Aplicando un balance de energia, expresar T, en funcion de T7.

3. Encontrar para qué temperaturas 7 y 75 el cambio de entropia es maximo. Explicar el
resultado invocando una ley de la termodinamica.



III Marchas aleatorias (30 puntos)

Considere una marcha aleatoria sobre una red unidimensional de N sitios. La tasa de transicién
de un sitio a su vecino derecho es igual a la de su vecino izquierdo y vale D. La marcha empieza en
el sitio ng con 1 < ng < N — 1. Los sitios extremos 0 y N son absorbentes, es decir si la particula
cae en uno de ellos es absorbida y se acaba la marcha. Sea P,(t) la probabilidad que la particula
esté en el sitio n en el instante .

1. Plantear la ecuacion maestra para la marcha aleatoria. Tenga particular cuidado con lo que
pasa en los extremos absorbentes.

2. Para N =2 y N = 3 resolver la ecuacién maestra.

3. En el caso general se busca la solucién de la ecuacién maestra bajo la forma

kmn

N-1
Pu(t) = Ay(k,no, N)sin (N) . (3.1)
k=1

— ;Por qué se puede buscar P, (t) bajo esa forma?
— Calcular los Ay(k,ng, N).

IV Gas unidimensional de barras (3o puntos)

Considere un sistema de N barras duras impenetrables de largo ¢ y masa m que se pueden
desplazar sobre una recta de longitud L, con L > Na. El sistema estd en contacto térmico con un
termostato a la temperatura T'. Se define como es usual § = 1/(kpT) en donde kp es la constante
de Boltzmann. Las barras no tienen ninguna otra interaccién a parte del hecho que no se pueden
interpenetrar. Entonces el potencial de interaccién entre dos barras en posiciones x1 y x5 es

o(ws — 71) = 0 si|ze — 21| > a (41)
+oo silza—x| <a

a
4‘_’2_’_____*“;—)
0O X, X N L X

1. Calcular exactamente la funcién de particién canénica Z.(N, L, T') de este sistema. Para esto
serd util determinar el espacio disponible que tiene cada barra.

2. Determinar en el limite termodindmico la energfa libre canénica F.(N, L, T).

3. Determinar la ecuacién de estado del sistema, es decir la relacién entre la presion, la temper-
atura y la densidad n = N/L, en el limite termodindmico.

4. Expandir la ecuacién de estado exacta obtenida hasta el orden n? y verificar que el segundo
coeficiente del virial coincide con el dado por la teorfa general

1

By=—= / (e7Pv@ _1)dz. (4.2)
2 Jr

5. Considerar la funcién de particién isobarica del sistema Z,(N,p,T) = [~ e #PLZ.(N, L, T)dL/a.
Mostrar que la funcién de particiéon candnica del sistema Z. se puede escribir como un pro-

ducto de convolucién de multiples funciones que definird y usar esto para evaluar exactamente
la funcién de particién isobdrica.



6. Mostrar, usando inversién de transformada de Laplace, que la funcién de particién candnica
que se deduce de la funcién de particién isobarica calculada en la pregunta anterior, coincide
con la obtenida en la pregunta 1.

7. En el ensamble isobdrico, determinar la longitud promedio (L), del sistema para una presién
p fijada.

8. Deducir de la pregunta anterior la ecuacién de estado del sistema en el ensamble isobérico.
Comparar con la ecuacién de estado obtenida en el ensamble candnico en la pregunta 3.

Apéndice

— En proceso adiabatico para un gas ideal pV’” se mantiene constante, en donde p es la presién
del gas, V el volumen y v = C,/Cy la proporcién entre las capacidades calorificas a presién
y volumen constante del gas.

— El cambio de entropia de un sistema que recibe un calor §¢) durante un proceso infinitesimal
reversible a temperatura T', es dS = §Q/T.

— Férmula de Stirling: In N! ~ NIn N — N cuando N — oo.

— Funcién de particién canoénica de un sistema con hamiltoniano H a la temperatura T,

N
1 _
Z.= NBN /e ﬁHHdpidri con B =1/(kgT).
i=1
— Energia libre de Helmoltz F = —kgT In Z..
— Presién candnica p = —w
P= v
— Una serie de Taylor: (1 —¢)™* = Z €" para |e| < 1.
n=0
n e *"nl
— Una transformada de Laplace: f(t) = (t —w)" O F(s) = T
N—1
k k N
— n; sin 1}3" sin 2;" = S0k para (k1 ke) € {1,2,3,..., N — 1}
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Problema 1- Soporte deslizante - Solucién

El sistema de la figura tiene friccién entre M; y M, con coeficientes Ll Y L, pero no en las demas superficies.
La polea es ideal y M;=5m, M,=Ms3=m. Encuentre las aceleraciones de los tres cuerpos.

Definiendo los ejes para cada cuerpo en la direccion del movimiento:

My:XF=T-f—-N3=ma (1)
My:XF=T-f=ma, (2)
M; : X F = N3 = mzazy, = mzay (3)
M;: ¥ F, =m3g — T = mzas, (4)
Asumiendo <1,
f=ucmyg (5)

Como la longitud de la cuerda es constante, tenemos la ecuacidn de ligadura:

Y3 =X+ X (6)
=> azy, =a; +ay (7)
Operando sobre las ecuaciones:
(1)-(2)+ () => a; = 6ay (8)
en(7) => asy, =7a, 9)
(1) + (3) + (4) => mzg — f = mya; + mza; + mzas, (10)
usando (5)y (9) => g1 —pu.) =13a (11)
asi que
a1=9(1;_gc)=‘13x a2=‘96(11—_3w) a3y=g7(11;3h)



Problema 2 - Modos de oscilacidon - Soluciéon

El sistema de la figura consiste de dos masa iguales conectadas por tres resortes iguales, las cuales deslizan
sobre una superficie sin friccion. Encuentre la posicién en funcion del tiempo para la condicidn inicial

o= (ro=()

La ecuacion matricial de movimiento es

con

. . _ k / k
Encontrando los valores y vectores propios de la matriz M~ 1K, obtenemos 1, = \/; yA, = %, que

corresponden a la frecuencia angular de oscilacién de los modos base, dados por las condiciones iniciales

%= (1) v 0= (o)
0 1 0 0 ’
correspondiente a las dos masa moviéndose en fase y
fo=(2) v i =(p)
0 -1 0 0 ’
correspondiente a las dos masas oscilando en direcciones opuestas.

> 2 . , .y . .
El modo X, = (0) es la suma directa de los dos modos base, asi que la posicidn en funcién del tiempo para

este modo es



Problema 3 - Pelota de baloncesto rotante - Solucion

Una pelota de baloncesto de radio r se queda dando vueltas en un aro horizontal de radio R como lo indica la
figura. Visto desde arriba, la pelota gira en sentido de las manecillas del reloj en un plano inclinado un angulo
0 respecto al plano horizontal. Su centro de masa gira en un circulo de radio S<R en sentido contrario a las
manecillas del reloj, con velocidad angular Q. La inercia rotacional de la pelotaes I = %mrz respecto a su

centro.

a) Calcule el torque total respecto al centro de masa de la pelota.

N>

N,
n
2r e 5
0
“ ?
mg

Notese que el radio de giro del centro de masa es S=R-rCos6. Por tanto las ecuaciones de movimiento en el

plano son
Y E,;: N, = ma, = mQ?(R —rCosh) (1)
Y E,: N, —mg=0 2)
Y 7em = r(NyCos@ — N,Sinb) (3)
asi que
Y 1cm = mgrCosd — mQ?(R — rCosH)Sind (3)

Para que el movimiento sea el descrito el torque debe apuntar hacia adentro de la pagina.

b) Encuentre la velocidad angular W que describe la rotacion de la pelota en el marco inercial en términos de
Q, R, ry los vectores unitarios que considere apropiados.

En el marco de referencia no inercial en el que el centro de masa no se mueve, el momento angular apunta en
la direccién —1 y podemos usar la condicidn de que la pelota rueda sin deslizar. Un punto sobre la pelota en el
circulo ecuatorial recorres una distancia wqyrdt en un tiempo dt. En este mismo intervalo de tiempo, el
punto de contacto recorre una distancia QRdt, asi que el vector velocidad angular en este marco es

—

Wey = —— O
cM -



Lo que implica que en el marco de referencia del aro el vector velocidad angular es
w =QZ——Q0n
r
c) Encuentre Q en términos de g, R, ry 0.
Como la pelota es simétrica, el tensor de inercia rotacional es la matriz identidad por I = %mrz. El momento

angular es entonces

- . R
LZIQ(Z—?TI)

La componente horizontal del momento angular tiene magnitud

2
L, = ngrRSinQ

Como esta componente debe rotar con frecuencia angular QQ, para un tiempo pequefio dt tenemos que
ALh = Ltht
asi que

dLh|—LQ—2 Q2rRSing
7| = Lnfl =5 mQrRSin

Este cambio es producido por el torque, que es ortogonal a Ly, asi que

2
§mQZrRSin9 = mgrCosf — mQ?(R — rCosB)Sind

= 0= |3 d ;
gRTanB—rSmB




Problema 4 - Péndulo de longitud variable - Solucion

Considere un péndulo de masa m con cuerda cuya longitud varia lentamente de acuerdo a I(t), funcidn

desconocida pero que cumple con |I] « %
a) Encuentre el Lagrangiano y el Hamiltoniano de este sistema.
L=K-U-= %m(iz +120?) + mglCos@

dL .
Pg =— = m129
deo

2 2

P
4L _ mglCos0O

H=P,0+Pi—L=
00 + 1 2ml?2  2m

b) ¢éEs el Hamiltoniano igual a la energia total? ¢Se conserva alguno de los dos?

E=K+U=H
dH—qutO i 1#0
dt  at St

dE;tO
dt

asi que no se conserva, lo cual es de esperar ya que cambiar el largo de una cuerda bajo tensién implica
trabajo.

c) Evalle la ecuacion de movimiento para la variable 6 en forma de ecuacién diferencial de segundo orden.

Cuando [ = 0, écudl es el periodo de oscilaciones pequefias?

_O0H Py
an - ml?
. OH ,
Py = 35 = —mglSinf

Igualando estas dos expresiones,
d . )
E(mlze) = —mglSin@

= é+2§9’+%5in9:0

Si i=0y9zSin9

é+%5in6=0 = @ = %



3
d) Muestre que la amplitud de oscilaciones pequefias es proporcional a [7=.

Para |%| K w, Ig = § Py dO es invariante adiabatica, y

21
I, = jgmlzéde zmlsz 02 dt
0
Si intentamos 6 = A;)Cos( wt + @) con A variando lentamente,

21 3
Iy = ml*A? wZ%Z =mml?A? w = nmlez\/% o« [242

3
=> Axl 1
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Problema 1.

Se tiene un condensador de placas paralelas. Las placas son circulares de radios a y con una
separacion de valor L. La densidad de carga sobre las placas es uniforme y de valor o y —o para
cada placa.

a. Determine el campo eléctrico en un punto a una distancia Z; del centro del condensador y a
lo largo del eje de simetria.

b. Hallar la diferencia de potencial entre las dos placas.

a. Si se tiene un disco con densidad de carga o orientado en la direccién del eje z, el campo
eléctrico en esta direccién, en un punto a una distancia D, es:

i, — Y

4rregr?

COos &

En las otras direcciones el campo eléctrico es cero por la simetria del problema.

oD [T @ ' dr'
E, = d —_
deq J, ¢/0 (D2 + r'2)3/2
B- 7 {1 _ L]
2¢€q vV D? + q?

El campo eléctrico dentro del condensador es la superposicién de los campos producidos por
cada disco. Un disco localizado a D = L/2 — zy con densidad de carga o y el otro localizado a
D = L/2 + z con densidad de carga —o. El campo total es entonces:

2¢0 [ VT2t w2 +a J(L)2— )2 +a

b. La diferencia de potencial entre las placas es:

L2 L/2+ZO L/2—ZO

AV =2 -
2% L/zl VIR 2P i@ L2 wpia@

Haciendo las sustituciones u = L/2+ zy y w = L/2 — 2z y calculando la integral se encuentra que:

AV:g[aJrL—\/m}

€0

1



Problema 2.)

Se tiene una regién del espacio dividida por una ldmina delgada, con densidad de carga o.

a Encuentre las condiciones de frontera de la componente normal del campo eléctrico a ambos
lados de la ldmina.

b Encuentre las condiciones de frontera de la componente paralela del campo eléctrico a ambos
lados de la lamina.

c Encuentre las condiciones de frontera del potencial eléctrico a ambos lados de la lamina.

Para hallar la condiciéon de las componentes normales del campo eléctrico, usamos una cajita de
Gauss, como se indica en la figura de la izquierda. La superficie cilindrica que se muestra debe
tener una longitud que tiende a cero para que sus tapas se superpongan a la superficie interior
y exterior de la placa con densidad de carga. Usando la Ley de Guass obtenemos (note que las
normales sobre las tapas del cilindro van en direcciones opuestas):

fE_?dC—L» _ Qencerrada

€0
S

cA
EJ_,encimaA_EJ_,debajoA = 6_
0

g

EL,encima _El,debajo - 6_

0

Donde A es el drea de las tapas del cilindro y Eem-ma (Edebajo) es el campo eléctrico por encima
(por debajo) de la superficie de la lamina. E, es la componente perpendicular al plano.

Para hallar la condicion sobre las componentes paralelas del campo eléctrico, hacemos la integral
de camino que se indica en la grafica del centro. Pero dado que queremos que el camino justo
pase rozando la lamina por enicma y por debajo, la longitud de los caminos laterales tiende a
cero. Adicionalmente sabemos que la integral sobre un camino cerrado del campo eléctrico debe

ser cero:
f{ E-dl = 0
c
E||,encima - EH7debajo = 0
Dado que: E= —VV, las condiciones para las derivadas de V son:
a‘/encima i a‘/debajo . _Z
on on N €0

9



Finalmente, la condicién de continuidad para V la podemos hallar usando el camino mostrado en
la grafica de la derecha:

b
W@—W@::—/Edf

a

Pero dado que queremos ver la condicién sobre la frontera entonces a — b (la longitud del camino
tiende a cero), por lo tanto V(b) — V(a) = 0 (el potencial eléctrico es continuo en la frontera).

PROBLEMA 3.

Un observador estatico, ubicado en las coordenadas x=b, y=0, z=0 en su sistema en reposo,
observa una carga () que se mueve sobre el eje z con una velocidad v, cercana a la velocidad de
la luz. En el tiempo t=0 la carga pasa por el origen de coordenadas estaticas del observador.
Determine los campos eléctrico y magnético que siente el observador.

La siguiente gréfica describe los sistemas de reposo del observador (O) y de la carga (Q):

I-|‘- Sistema de
reposo de la
carga

Sistema de T
reposo del
observador 0

bI: vt 0]

Primero hallamos campos E’ y B’ en el sistema de reposo de la carga Q. En este sistema B =0
y:

o Qb
T Amey (022 4 p2)Y?
/
E) =0
B 1 Qut/

Ameg (v2tr2 - b2)3/2

Posteriormente usamos transformaciones de Lorentz para hallar los campos en el sistema de reposo
del observador:

ct’ = et
(5 5) <357 5)
g:y(g/wxﬁ//c)_vflg(ﬁ* )
G="2k

oyl



Reemplazando se obtiene:
1 Qb
" Adrweg (y202t2 + b2)%/2
E,=0

1 Y Qut

E,=—
Amey (y20242 + b2)3/2

B,=B,=0
1 YBQD
ATeg ¢ (y20242 + 12)°/

B, =

Problema 4.)
Hallar el campo magnético, en todo punto del espacio, producido por una esfer de radio R que
tiene magnetizacion uniforme M = Mok,

Como no hay fuentes de corriente libre, la ley de Ampere para este caso seria: VxH= 0, donde
H el vector de induccién magnética (que depende solo de corrientes libres), lo que implica que H
lo podemos escribir en terminos del gradiente de un potencial escalar magnético: H=-Vo,
Las condiciones de frontera para este problema son:

1. Componente tangencial de H es continua: Hig = Hog
2. Componente perpendicular de B es continua:B;, = Bs,
3., —0sir— o0

4. ®,, es finito cuando r — 0

Dada la simetria del problema, expandimos ®,, en polinomios de Legendre:

(I)m adentro r, 9 Z Ag’l"gpg COSQ)

(I)m afuera T, 9 ZCT Z+1 COSG)

Aplicando condicién de frontera 1. se obtiene:
CZ — Aé R€+2

Usando este resultado y aplicando la condicién de fronetra 2, se obtiene:

1 1
A = gMc1 = _-MR?

3
4



Ay =0, Cy =0 para todo £ # 1. Con lo que se obtiene, para r;R:
1
ém,adentro(ry 0) - ngCOS@

y para riR:
o (r.0) = E Meoso
m,afuera\T’ = Ccos

Sacando el gradiente:

—

1 1 A
Hogontro = —51\4005972 + ngenGG

- 2 MR? 1 MR3
H,tuera = —3 cosOr — 3

senfd
3 r3

El campo magnético B esté relacionado con H a traves de: B = ﬂo(ﬁ +M ), por lo que se obtiene:

— 2 —
Badentro - g Ho M

B fuera = —gquT—gcosef — §MOMFSGW99
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Problema 1. (a) Para hallar los posibles valores de energia del sistema debemos calcular el

determinante de H — I, donde I es la matriz de identidad vy A una contrante arbitraria.

—1 A0 -\ —1 -
C ) - - ) s dtH - I\ = (- N2 - =0
€ € 0 A 1€ €— A

Encontramos que e — A\ = +e. Por lo tanto, tenemos dos posibles soluciones para A, A\ = 2¢

v Ao = 0, los cuales representan los posibles valores de energia del sistema.

(b) Dado que conocemos las dos posibles energias del sistema, podemos calcular sus estados

(o)) =)

De lo cual obtenemos dos ecuaciones:

estacionarios:

(1) €]l > —ie]2 >= 2¢|]1 >y (2) ie|]l > +€|2 >= 2¢/|2 >. Las ecuaciones se satisfacen si

1
_ ) De forma

|1 >= 11y |2 >=i. Por lo tanto el primer estado estd dado por: v; = (
i

1
analoga, usando el segundo valor de energia, encontramos vy = ( .
—1

Problema 2. Para el primer orden de perturbacién tenemos: E} =< n|H!|n >= ¢ < n|z*|n >.

h 4

Sabemos que para el oscilador arménico z estd dado por: x = /5.—(a + al), asi que z* es:

rt = (if(a +a"(a+a')(a+a')(a+ al)

2mw
2mw

2
i <L> (a* + a*a’ + a?a’a + a?a™ + aa'a® + aataal + aa’ala + aa™ + a'a® + aTa?al +

ataata + ataa'? + a2 + a'?aat + a2ala + aT4)

Una vez usamos el operador en el estado [n >, solo los términos que tienen dos veces at'ya

sobreviven: )



< nla?a'?n >=/n FIvn+2vn+2vn+1<nln>

< nlaataa’n >= V/n+1v/n +1vn+1vn+1 < nln >

e < nlaa’alaln >= /nyv/nvn+1yn+1<njn >
e < nlafaa’aln >= /n\/ny/ny/n < nln >

o <nlafa?al|n >= v/n+1vn+1y/nyn < njn >
o < nla?a®|n >= /nv/n — 1v/n — 1y/n < n|n >

Factorizando nos queda: E|, = 3¢(52-)%(2n% 4+ 2n + 1)

2mw

Problema 3. Sabemos que el Hamiltoniano es H = H?+ V', donde V' es el potencial pertur-
bativo. Dado que nuestro potencial depende de las coordenadas z, ¥, 2z, nuestro Hamiltoniano
es:
H=L2 +lk@+2+22)+V
Como tenemos un campo eléctrico perturbando el oscilador, el potencial es ¢F, por lo tanto:
2 t

H' = Z 4 1k(2? + % + 22) + qAe (2.

Para el oscilador arménico en una dimensiéon H° = hw(afa+ %), pero en nuestro caso tenemos
tres coordenadas, lo cual implica que el Hamiltoniano es: HY = hw(alam + a;r,ay + aiaz + %)
Los estados propios de H? estan dados por |n >= |ng, ny,n, >, donde los n; son enteros. De

acuerdo con esto, las energias estardan dadas por:

H0|n$,ny,nz >= hw(alaz + aLay + alaz + %)\nx, Nyy Ny >

Usando los estados propios de HY como base, podemos escribir una funcién de onda arbi-

traria para este sistema: |¢p >= > cyln > e"Ent/hdonde ¢y son coeficientes complejos

dependientes del tiempo, y representan la amplitud de transicién para el oscilador.

Ahora, para evaluar ¢, (t = +00), en el primer orden perturbativo, la teroria nos dice que:
len(t = +00)|? = 5| [T < n|V'|i > elwnit dt'|?

Donde la ecuacién para ¢, (t) fue tomada de la tabla de formulas. Sin embargo, dado que la

perturnacién comienza en t = 0, tenemos:

. ’
len(t = +00)|? = h%‘ f0+o° < n\V/|i > elWnit dtl|2



Ahora, sabemos que la probabilidad de transicién estd dada por: P =3}, ;|en(t = +00)[2.

Para evaluar esta suma, usamos < n|V/]z' >. Para el estado base, tenemos |i >={0,0,0 >y

para el estado < n| =< ng, ny,n;|, de esta manera:
I _(L)
<n|V'|i >= qAe™ ') < ng,ny,n.|2]0,0,0 >
Podemos escribir z en términos de los operadores de creacion y aniquilacién:

z= ﬁ(az +al),

lo cual nos da como resultado:

t

. (L
<n|V'|i >= qAe”(7) ﬁ%z,ﬁnx,o%%o,

implicando que V' solo puede conectar valores de n, que difieran en uno del estado base y
por lo tanto solo un termino en la suma es diferente de cero. De esta manera, la probabilidad
de transicién es:

P= 1 q2A2| f0+00 e—(%)eiwt/dt’|2

- 2hmw

Haciendo la integral obtenemos:

’ ) ; , 12 . ’ — T—iw) |
fo+oo e~ (Petwnit g’ = f0+oo e~ Wit = _e(l;fiiw) : o (1/7*11'10 )

Ahora elevando al cuadrado:

!

+oo (L) gt 1.
[ fy e et P = (1/T2l+w§i)

Finalmente, la probabilidad estd dada por:

2 A2
P= (2hmw()1(1/72+w2)

/

Problema 4. (a) H = ek - 7= e(E . 'Fg)e_t2/7_2 — ercos(@)se—t2/72,

(b) cinup(t) = b1y — & [12° < fO[H ()]0 > e df’ . Dado que i # f:
Cisp(t) = —1 [T < fOIHY(E)|i0 > etwrit gt

Para nuestro caso (transicién a un nivel n superior, entonces ¢ — f podemos escribirlo como

n): 5



enlt) = —4 [730 < 20m| HN(£)[100 > st dt
cn(t) = *65% fjoooo < 20m|reos(6)[100 > e—t2/7? expz‘wﬁt' dt’

(c) Para resolver la integral, debemos primero solucionar < 2¢m|rcos(6)|100 >. Primero,
debemos escribir la expresién en su forma integral, en términos de las funciones de onda

asociadas:
< 2¢m|rcos(0)]100 >= f Jo J57 s prcos(0) oo dQdr

Ahora, escribimos las funciones de onda en términos de la funcién radial y los esféricos

armoénicos respectivos, usando la tabla de ecuaciones provista para el examen:

Yoem = RogYem, 100 = Ri0Yo0, cos(0) = Yioy/%F,

donde Yy = f Reemplazando:

< 2¢m|rcos(60)]100 >= f f(;r fooo RoeYy: (Y10 \/%)\/%Rlorzdﬁdr
Ordenando los términos:
< 20mlreos(0)]100 >= = ([ RoeRior®dr)( 2T TV YiodQ)
Usando la tabla de formulas, nos damos cuenta que fozﬂ fow Y, Y10dQ = 6416,0. Por lo tanto:

< 2¢m|reos(6)]100 >= (%(fooo RoyR1or3dr)6e10mo

tal que: < 2¢m|rcos(9)[100 >= % Jo° Ra1Rior3dr

Usando las funciones radiales de la tabla:
_3
< 2¢m|rcos(0)]100 >= 7%113 2 ez Ay

o0 — |
Usando una vez mas la tabla, encontramos: fo re”"dr = —5r. Por lo tanto:

3
0o —go=T 4g. 4 28 5
Jo e 2 rldr = Fagyp = 3%



Entonces: < 2¢m/|rcos(0)|100 >= f34 ag

Ahora solucionemos la integral que depende del tiempo: f 00 o—t'2/77 exp“"flt dt'. Usando

la tabla de formulas: f 100 ot 2/r2 exp'writ dt = /7Te :)72 De esta manara, la aplitud de

transicion es:

w?

c2(00) = =5 (5 5rap) (Vare i)

(d) La probabilidad de transicién es el cuadrado de la amplitud: P(n = 2) = |c2(c0)|?
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