FISICA TERMICA

FORMULAS GENERALES
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FORMULAS ESPECIFICAS

Recuerde que debe ser explicito en el desarrollo de cada uno de los pasos realizados.

1. Funciones de estado y relaciones de Maxwell

Energia interna: U dU =TdS — pdV
Entalpia: H=U-+pV dH =TdS + Vdp
Enrgia libre: F=U-T8 dF = —-5dT — pdV
Entalpia libre de Gibbs : G=H-TS§ dG = —8dT + Vdp

@), ), @)~ (), @)= @), @), (),

S}

. Para un gas ideal:

_ T 4 _ T p )
Sm = CyIn (To) + Rln (%) +S5m0 ¥ Sm=0Cyln (T{) RIn (pﬂ) +5,

3. Ecuaciones de Helmholtz:

oty op oOH av
i o —— — - = 1/ — —_—
(BV)T T(@T)V P (ap):,« ‘ T(a’f)p

para una superficie muy grande: dWy., = —vdA, en donde la tensién superficial es

- (3.~ @),

4. Valores esperados en términos de la funcion de particion.

_ Oln(Z) L -0In(Z) e . ,0In(2) L 207 In(2)
E = — 25 p=kT ETAR S=kW(Z)-kf TR Cv=k3 o
. ) o dIn{Z) . dln(Z)
F = ~iTn(Z) , a= N kT 7N,

Formula de Stirling para n grandes.

o

Inn!~=nlnn —n




Examen de Conocimientos de Doctorado
Fisica Térmica.
Martes 15 de Abril (2013). Horario: 2PM-6PM.

Nombre:
Cédigo:

1. (15 puntos) (PREGRADO). En equilibrio termodinamico, los calores especificos de
un material a presién y volumen constante Cp y Cy se pueden expresar en funcién de
la temperatura 7', el volumen V, la compresibilidad isotérmica K1 = ~V=YEV/IP)r,
la compresibilidad adiabatica kg = —V~}(@V/P)s y la expansibilidad térmica a =
—V-YaV/aT)p.

(a) (5 puntos). Demuestre que:

TdS = CydT + *Lav (1)
K
¥
TdS = C,dT — aTVdP @)

(b) (b puntos). Asumiendo presion constante obtenga el resultado:

TV a®
A

Cp— Cy = (3)

(¢) (5 puntos). Aplique el criterio de equilibrio termodinamico a las expresiones (1)
y (2) y demuestre que Cp y Cy en terminos de T, V ki, Kg ¥ @y 5¢ pueden escriviy

Como:
a?TV
CP = - 1 (4)
R — Rg
a*TVk
Cy = : (5)

B KT (H'T - r"”'s)'
SOLUCION

(a) Para la ecuacion (1). Tomando la entropia en funcién de T'y V' obtenemos:

05 as
S=T1{— —
TdS (BT)VdT+T(BV)TdV



Para el primer término usamos I'dS = d@ = CydT, para escribir

(),
Para el segundo términe usamos la relacion de Maxwell.
(@),= (&)
ov ], aT /v
adicionalmente usamos la identidad.

(aP) __(&)e

oar (%%)T Ky
obteniendo

TdS = Cpdl' + %medV
T

Para la segunda ecuacion.
Tomando la entropia en funcién de T y P obtenemos:

as as
TdS =T (ET)PCET-FT (a—P>TdP

: S 25y _—
Para el primer término usamos T ( BT) p=Cp.
Para el segundo término usamos la relacion de Maxwell.

95N __ (VN _ v
P/, \aT), °

TdS = CpdI' 4+ oTVdP

obteniendo

Asumiendo presién constante dP = 0 e igualando (1) y (2) obtenemos

CydTl + 921—4:#3‘[/' = CpdT

R

por lo tanto

Ta [0V TV o
Cr=Cv=1r (ﬁ)P =



(c) Igualamos a cero (1) y (2} por criterio de equilibrio térmico

2. (15

aT

K

0=Cydl + —dV

0= C,dT — oTVdP

obteniendo

& — "_VHT (a_lj.) — H'_T
5

Ov oV Rg
2T
Cp = TV
R — kg
Co = a?TVkg

B atey (HT - h’fs)

puntos)(PREGRADO). Considere un sistema de N particulas idénticas pero

distinguibles. Cada una de estas particulas puede ocupar dos estados con energias:
Ey =07y E; =€ > 0. Suponga que el nivel de degeneramiento de £, es g.

(a)

(b)

(8 puntos). Basado en el ensamble microcanénico, encuentre la fraccion de
particulas z; ocupando el estado E; y la fraccion de particulas zg ocupando el
estado Fp, en funcién de la temperatura 77, la constante de Boltzmann kg y
aproximando su respuesta con base en la relacién de Stirling.

(7 puntos). La expresién que acaba de encontrar en el punto anterior puede
presentar temperaturas negativas cuando la energfa total se aproxima a su limite
superior, por ejemplo cuando la fraccién de particulas en el estado £ es 0.75 para
g — 2. Dxplique por qué ticnc sentids gue osto sistoma presente temperaturas
negativas en los rangos altos de energia mientras que un gas ideal no presenta
temperaturas negativas a ningln nivel de energia.

SOLUCION

El niamero de estados con energia total £ =n e es

Nlgn+

SUE,N) = n (N — ny )l

El coeficiente binomial cuenta el niimero de maneras en que ny particulas pueden
ocupar el nivel superior de energia y es el niimero de maneras en que se pueden
asignar estas particulas en g estados degenerados.

Usando la aproximacién de Stirling calculamos la entropia:



S(E,N) =kglnQ(E,N) = —Nkglzlnz+ (1 —z)In(l —z) —zIng]

donde z = ”ﬁm% v kp es la constante de Boltzmann. La temperatura estd dada

por.
1108\ _ 1 (05\ _1 (-
~ kgT ks \OE), Nekp\8z/), ¢ T

Resolviendo z encontramos

?’L+:N—7’L+ZNW

(b) Cuando la fraccién de particulas ocupando el estado de alta energia se aproxima
a 1 se comienza a reducir el nimero de microconfiguraciones disponibles para
representar ese macroestado. La reduccién de microconfiguraciones reduce la
entropia del sistema al ir aumentando su energia total y por definicién.

1 (a8
T \OE
la temperatura serd negativa para un sistema con cota superior de energia. Para

un gas ideal, la entropia del sistema aumenta continuamente al aumentar su en-
ergia total. Por lo tanto la temperatura siempre serd positiva.

3. (20 puntos) (POSGRADO). Expansion libre adiabatica de un fluido van der Waals

(a) (5 puntos). Demuestre que el calor especifico a volumen constante Cy de un
fluido van der Waals es independiente del volumen cuando la temperatura se
mantiene constante. La ecuacién de estado de un fluido van der Waals es:

( Py %) (% _ b) = kT, (6)

donde P es la presion, V el volumen, N el nimero de particulas, T es la temper-
atura, ¢ y b son parametros fenomenologicos y kg es la constante de Boltzmann.

(b) (5 puntos). Demuestre que:

au dJdP alN?
(av),=7(or), 7= @




(c) (5 puntos). Si el fluido van der Waals se expande libremente y de manera
adiabatica desde un volumen inicial ¥; a un volumen final V; comenzando con
una temperatura 73, demuestre que la temperatura final del sistema es:

N1l
Tr=Ti—am (= ——1, 8
f=Ti—om (14 VJ (8)

(d) (5 puntos). Segin la expresion que acaba de encontrar en (c), la temperatura del
fluido van der Waals se reduce durante una expansion libre. Esto es en contraste
con lo que sucede con un gas ideal en donde la temperatura se mantiene constante
durante una expansion libre. Explique cualitativamente porque tiene sentido este
resultado.

SOLUCION

(a) Para demostrar que Cy es independiente del volumen calculamos
vy _ T 0 (05
v ), T oV \IT )y,
g (oS 2P
-l (@).], -7 (@),

usando la relacién de Maxwell ( ) ( ) en el ultimo paso.

Con base en la ecuacion de estado.

aN? 1%
() () i
52P
(W)V =0

por lo tanto Cy es independiente del volumen a temperatura constante.

1 '
b UeililuSouia yue

) ou a5 av
("éf?) _T(aV> -F (a_v)
usando la relacion de Maxwell ( ) (gl;)v

(@), (er), 7



(¢) Tomando en cuenta que la energfa total no cambia durante la expansién, consid-
eramos el diferencial de la energia para el cambio de temperatura y volumen.

au au gpP
al = (—gf)v dT" + (W)Fdl/ = CydTl + [T (B—T)V - P] av

aN?
Ve

igualando a cero la expresion anterior e integrando nos da.

N2 /1 1
T — T, = —q S
d e (Vi Vf)

dU = CydT + dv

(d) El fluido van der Waals presenta interacciones atractivas entre moléculas. Al
expandirse incrementa la energia potencial del sistema por lo tanto reduciendo
la energia cinética y por ende la temperatura. El gas ideal no presenta estas
interacciones moleculares y la energia no es afectada durante la expansién.

4. (20 puntos)(POSGRADO). Una red unidimensional contiene N sitios y estd a una
temperatura 7. En cada sitio se encuentra un atomo que puede estar en uno de
dos estados F; = 4. Si en un instante dado, I nimero de dtomos consecutivos se
encuentran en el estado +¢, se define a esta serie de dtomos como un cimulo de longitud
L (condicionado a que los 4tomos adyacentes al cimulo estén en un estado —e).

(a) (10 puntos). Para el limite N — oo, calcule la probabilidad Py de que un
sitio dado se encuentre en un cimulo de tamaho L. SUGERENCIA. Comience
determinando las probabilidades de que un sitio dado de la red esté en el estado
+€ 0 —e. Luego determine las probabilidades condicionales necesarias para tener
un cumulo de longitud L en donde todos los sitios tienen energia +£. Tenga en
cuenta que la temperatura es constante.

(b) (10 puntos). Usando el resultado anterior, calcule la 16ngitud promedio < L >
de un cimulo en términos de § = IEi“ﬁ y €. Demuestre que en el limite para
bajas temperaturas < L >p_p= 0 y que en el limite para altas temperaturas
<L o= 2.

SOLUCION

(a) Definamos P,.como las probabilidades de que un sitio dado de Ja red tenga energfa
+& y P_como las probabilidades de que un sitio dado de la red tenga energia —¢.
En ausencia de interacciones entre sitios estas probabilidades estan dadas por el
ensamble candnico como
e~

T P e



e
P-=ry e
donde B = ,LBLT
Para que se cumpla que un sitio dado = pertenece a un cimulo de longitud L se
tienen que dar las siguientes condiciones: (i) el &tomo en la posicién x tiene una
energia +¢. (ii) para un determinado nimero de dtomos n donde 0 <n < L —1
hay n dtomos a la izquierda de z y L—n—1 atomos a la derecha de x con energfas
+&, y (iil) el 4tomo que se encuentra a n + 1 sitios a la derecha de z y L —n
itomos a la izquierda de z tienen energias —e. La probabilidad conjunta para que
esto suceda es PYP2. La probabilidad acumulada para L valores de n es

Pp=LPiP> L>1

El caso en donde L = 0 corresponde a que el sitio z tenga una energia —e por lo
tanto.
Po,=P_-L=0

Se ignoran los casos en donde el sitio = se encuentra cerca de los bordes esto es
valido para N — oo.

La longitud promedio de un ctimulo se puede calcular de la siguiente manera:

v o] cQ a o3
— _ 2 2pL _ o2 L
<L>=) LP,=P>) L*Pp= P2Pi 57 (Z LP+)
L=0 L=t L=1
e} P P (1+P5)
< L>=7PP ( = 9) == £
TPy \(1 - P)? P_
Esto se puede escribir en términos de la temperatura.
i3 9,—0E
_ —2,@66 + Ze

< L>r=e %e—ﬁ5+ef95

para 7' = 0 todos los sitios de la red estdn en su nivel mas bajo de energia y
< L>=0

para T' = oo tanto P, como P_tienen valor de % Por lo tanto

3
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5. (30 puntos) (POSGRADQ). En ausencia de un campo externo, una red unidimen-
sional de /V spines con energia de interaccion J > 0, se puede describir en términos de
un Hamiltoniano tipo Ising de tres niveles: S; = 1,0, —1 como:

N
H=—1)_ SiSi (9)
i=1

(a) (10 puntos). Obtenga la matriz de transferencia para el sistema.
(b) (10 puntos). Encuentre una expresion analitica para la funcién de particion.

(c) (10 puntos). Obtenga la energia interna del sistema en términos de J y N para
el limite de bajas temperaturas y para N > 1. Discuta por qué tiene sentido su
respuesta.

SOLUCION

(a) La funcién de particion se puede escribir en términos de la matriz de transferencia
como
Z=TrTN = AV 4 AN £ \¥
T es la matriz de transferencia;

T = I 1 1
e_BJ 1 6'6']
y AN, AN, MY son sus valores propios y 8 = Th;—'f

(b) Los valores propios se pueden encontrar resolviendo

det (T — \I) =0

MY = 2sinh(8J)

AY = {1 + 2c0sh (BJ) -+ \/dcosh2(FT) — dcosh(FJ) + 9]

O] b

AV =

[1 + 2c0sh (BJ) — \/2cosh2(BT) — dcosh(BT) + 9]

B |

11



(c) Para N >» 1y a bajas temperaturas {§J — oc)obtenemos
Z ~ P
y la energia interna tiende a

o (22)

Este resultado es esperado para interacciones ferromagnéticas J > 0 porque todos
los sitios estan en su estado de minima energia.

12



MECANICA CLASICA

FORMULAS GENERALES

El operador V En coordenadas cartesianas (z,y, z):

s _ 0, ,0, 9 afw of o, Of o
v_8m€$+8 a~e, , gradf = Vf—— -i-a +8~
2 2 P

diva=V.a=0 I, 00 gy 0J 01 O
dx Jdy d 2 2

o @ da, Jday\ . da, Oa,\ da, da,\ .
I'Dta,zvxa.:(—;‘;——"}i)€$+<m§"—"§5’)€y+(“gﬁq"gg)ez
(

En coordenadas cilindricas (r, @, z) :
V= e b = z s df = Cr T o 5. Cz
ar° +'r3 +B~e gradf = ar +'r8goe"°+6z8

2 2 2
. aar_}_gr__*_}_%_*_aaz 7 vgfmaf+1af+1af o f

ar r rdp Oz ort | rdr  r2dpr | 9l

o \rdp 8z ) T Oz or ) ¥ ar T 5(,0 “

En coordenadas esféricas (r,f, p):

G _ 0,10, 1 o,
= et rEme Tt Tanaoer
O, 105, 1 oF,
gradf = T +7"sin¢93908£’°
. da, 2a, 10ag ag 1 da,
divad =

ar v v 8d + rtanf +'rsin€ dp
10a Qg 1 dag 1 Qda da a
otg = [2Z% _ z, r_ Yy Gy
o e (7‘ o +'rta119 7sinf Bc,o) o (Tsinﬂ do  Or T ) ot
8(10 g 18{1,. =
(Fe+-3%)5

o 200 LPf 1 of 1 &
ar? " ror  r206%  rltan@ 98  r?sin® @ Op?

0]

V2 =




FORMULAS ESPECIFICAS

Recuerde que debe ser explicito en el desarrollo de cada uno de los pasos realizados.

1. Momento generalizado p; = g—é‘

2. Formalismo de Hamilton
H(p,q,t) = ¢ipi — L(g,q,t)
. 0H . OH
i = "83 3 P = _B—Qi

3. Corchetes de Poisson

_ dg 0h  dg Oh
l9:h] = Z (3Qk dp.  Opy aQ‘k)

k
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Examen de Conocimientos de Doctorado
Mecanica Analitica.
Lunes 14 de Abril (2013). Horario: 2PM-6PM.

Nombre:
Cédigo:

1. (10 puntos) (PREGRADQO). Una cuerda inextensible uniforme de masa m y longitud
a, cuelga desde el borde de una mesa horizontal lisa a una distancia b, como se muestra

en la figura. Suponiendo que la cuerda se suelta desde el reposo y cae siempre de forma
vertical:

Fnicial

g et —gef

(a) (b puntos). Encontrar la velocidad de la cuerda, cuando esta se ha desplazado
una distancia z.

(b) (5 puntos). Calcular el desplazamiento z, como funcién del tiempo.

SOLUCION

(a) Como la cuerda es uniforme, la energia cinética total es T = -’%ﬁ El pedazo que
cuelga (22) tiene un centro de gravedad que ha descendido una distancia b+ 5

a

Como no hay friccién, las fuerzas normales no hacen trabajo y la energia inicial
es cero, se tiene que

Mv? Mgz
2 a

(b+-§-)=E=O—>v2=ﬂ(m+2())

(b) Definiendo ¢ = /%

a



Ya que x se incrementa como funcién del tiempo, solo tomo la raiz positiva e
integro
4bsinh u cosh udu 4b cosh udu

¥ dz
ct = / = / —_ e [
o T2z + 20)1/2 v/2bsinh U\/Eb sinh?u+2b  2bJ /1 4 sinh?u

" cosh udu T |
s — = = 2gi =1 my o het —
2/ p—— 2u = 2sinh 1/% ST b{cosh ¢t — 1)

en donde se ha hecho el cambio de variable z = 2b sinh?

2. (15 puntos) (PREGRADO). En un truco de circo, un hombre de masa m con su
movimiento provoca que una gran bola solida de masa M y un radio a acelere hacia
la. derecha, mientras el corre a la izquierda sobre la superficie superior de la bola (ver
figura). El hombre no se caera de la pelota, porque él mantiene este movimiento de
tal manera que el angulo o permanece constante. Suponga que no hay deslizamiento

en ninguna superficie.

(a) (8 puntos). Calcular la aceleracién para que este movimiento se pueda dar.

(b) (7 puntos). Analice y discuta el caso en que la bola es hueca, las masas del
hombre y la pelota son iguales y a == 45°.

SOLUCION

Los diagrama de cuerpo libre para la bola y el hombre son:

(a) Como no desliza, supongo que en un instante de tiempo £, el balén se mueve
hacia la derecha con una velocidad V' y rota con una velocidad angular dada por
w = V/a. La velocidad V, debe ser la misma que debe tener el hombre para
mantener el angulo constante. Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento para el

hombre son:
dV
mE{ = Npsina — Fycosa
0 = Nocosa+ Fssina —mg

18
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&

-

Las ecuaciones de movimiento para el balén son:

dV
M-E-ﬁ- = F — Nysinee 4+ Fhcosa
0 = Ny— Nscosa— Fysina— Mg
dw
I[)E = GFQ — GFl

donde [y, es el momento de inercia respecto a O. Junto con la ecuacion V = wa,
se tienen 6 ecuaciones con 6 incognitas. Las cuales pueden ser resueltas como:

mg = Naocosa+ Fysina
N = Nycosa+ Fosina + Mg
Ny = mg+ Mg

dv
m-&? = Nysina — Fhcosa
dv dV
ﬂ{[—d—t— = Fl — NgSiIlCY‘f‘ FQCOSCL’ = F1 — md—t
Por lo tanto se pueden combinar las ecuaciones como:
dv Iy dV
M = PN =F - =
(M +m) 1= T2
Iy, dV
M 4+ —=)— = F
(M +m+ C12) - 5
Para despejar Iy
dVv
1, COS aE; = Nysinacosa — Fyeos® a
mgsina = Nasinocosa + Frsin® o
) dV
g Sin @ — 1M Co8 oz-a%u = Iy

19



igualando las dos ecuaciones para Fp :

Iy dV _ dv
(ﬂd’-{—m%—aa)-&? = mgsina —mceosa—-
ﬂ _ mgsin o
dt — M+8+m(l+cosa)

(b) Si la bola es hueca Io = 2M2° se tiene que

dv mgsin o gsina _ gsina _ gsinw
dit

M+ 2 +m(l+cosa) - 1+2+(1+cosa) S+(l4cosa) 35 +cosa)

8+v2/2 H+V2

3. (20 puntos) (POSGRADO). Suponga que dos péndulos simples se montan sobre un
carro de masa M. El carro se puede mover libremente sobre la superficie a lo largo de
una linea recta al igual que los péndulos. Los péndulos tienen longitud [, masa m y
oscilan sin friccién (ver figura). Si los dngulos que hacen cada uno de los péndulos con
la vertical son 6; y 8.,

X =

(a) (6 puntos). Calcular el Lagrangiano del sistema.

(b) (7 puntos). Haciendo la aproximacién de &ngulos pequefios, calcular las ecua-
ciones de Laprange del movimiento.

(c) (7 puntos). Con base en el resultado de (b), resuelva las ecuaciones de Lagrange
y especifique cudntos modos normales de movimiento existen.

SOLUCION

20



(a} El lagrangianoes L =T ~V con:

'2 . * . -
T = M;m + ? [ &+ 16, cos 6,) + 1267 sin® 6; + (& + 16, cos B2) + 1765 sin® 02}
M + 2m)i? ra - . :
= (2 +2 m) + Tr; (9{ + 95) + it (91 cos By + B2 cos Bg)
V. = —mgl[cost + cosfy| + cte

(b) El Lagrangiano se puede escribir como (usando la aproximacion de dngulos pe-
quenos:
2

ml? ... . /
(03 08) (B + 6,) - -

L=T—V=%(M—§—2m)m’2+ (63 + 02) + cte

Se calculan las ecuaciones de Lagrange como:

d 0L OL
Eall B 3321' -
(M 4 2m)i + ml(f; +6,) =0
ml*8, + mli + mgléy = 0
mily + milE + mglfs = 0

0

(¢) Sumando y restando las dos iltimas ecuaciones se obtiene:

mi?(0; — 65) + mgl(fy — 6,) =0

91 — 92 = Acos(wlt + ¢1) Ldi? = ’%
. . 2. g
91+92+7$+T(61+92)$0

B o= _'m,l(él-i‘ég)

= T ¥ am)
o s 2 ml(fjl + 62) g i i 2 mi b
g e L L2 T 0y = () (1 ) 1 L8, 4 85) =0

OO = T amy O O = i) (1 g s |+ 7+ 62)
o M g
(0 + 62) (m)‘i‘f(éﬁﬁ-@z)“o

,  g(M+2
01 + 0 = Beos(wat + ¢a)  wj = W

La solucién general para cada angulo se puede escribir como

§,—0;, 6+6;, A B

g, = = . 242 —;_ 2= — cos(wit + ¢1) + Ecos(wgt-i-qf)z)
fo—6, H+8, B A

0, = 2 - L, _“;‘ 1 _ Y cos{wat + ¢g) — -r—)—»cos(wlt + ¢1)

21



Se ve claramente que existen dos modos normales de vibracién. Uno corresponde
a los dos péndulos oscilando hacia el mismo lado y el otro corresponde a los dos
péndulos oscilando en sentidos opuestos.

4. (25 puntos) (POSGRADO). Una particula de masa m, en presencia del campo gravi-
tatorio terrestre, se mueve sin rozamiento sobre la superficie interior de un paraboloide
de revolucién colocado verticalmente (ver figura).

(a) {6 puntos). Calcular el Lagrangiano e identificar las magnitudes que se conservan
durante el movimiento.

(b) (7 puntos). Calcular €l potencial efectivo para el problema unidimensional equiv-
alente y discutir el tipo de drbitas.

(c) (6 puntos). ;Qué velocidad inicial ha de darse a la particula para que la drbita
sea circular?

(d) (6 puntos). Calcular la frecuencia de oscilacion para pequenas amplitudes en
torno a esta orbita circular.

SOLUCION

(a) De acuerdo al dibujo, defino z = k(z* + 3*) en donde  es una constante, y lo
importante en este ejercicio es saber definir las variables

T =poosd -+ & =pcose—phsing — = picos?p+ pP¢Psin® ¢ — 2ppdsing
y=psing — §=psing+phcosd — 3 = pPsin’ ¢+ ¢ cos® ¢+ 2ppdsin g

z=kp® — i=2kpp — " =4k%%

m,. . .9 m
T= = (& +9*+ ) = —

== > (P +od +aks) 5V =mgz = mgkp®

L= % (,f)z + P+ 4162;32,62) — mgkp®

22



Claramente el Lagrangiano no depende de ¢, luego el momento generalizado aso-
clado a esta variable se conserva

8_1:4 = mpp =1
o¢
La energia total de la particula, con [ # 0, es:

.9 2
E=T+V= %&(HM%QH

2
=+ mgkp”
2mp?

El segundo término estda asociado al potencial efectivo y se pueden definir una
energia cinética y una potencial efectiva en términos de una sola variable unidi-

mensional, como

2

7

T, =

pa| 3

(1+4&2p°)p* Vo= + mgkp?

&

2mp?
La ecuacion de la energia se puede escribir como:

W2 232
g — vm(l+ 4k2p%) P
2(E—V7e)
Para que esta tultima ecuacidn tenga sentido, se requiere que para cualquier valor
de l, E > V.. Quiere decir esto que cuando la energia total tome su minimo valor,
la orbita serd circular, es decir cuando F = % + mgkp®. En este caso es facil
calcular el radio de la orbita, derivando la funcién potencial e igualando a cero,

se tiene:

E—Ve=T.=—(1+ 42" —

dVe ol I 0 ” l

= AMLORK —_—_—— = —_— g = —

dp Imin 9hipe mp3 Pe m~/2gk

Como se trata de una trayectoria circular, la velocidad es \inicamente tangencial.
De la ecuacion que define el momento angular y el valor de p, se tiene que:

- . I mpie .
l = = ; - = = c = 2 A‘
mp,b be = 5=t T $=2g

Por lo tanto, para que se mueva en una 6rbita circular de radio p,, se necesita dar
una velocidad de /2gkp,

Para hacer este procedimiento, toca usar las ecuaciones que faltan con respecto a
la variable p

I .
g—p = mpd® + dmk®pp® — 2mgkp
%% = mp+4mk*p*p
ig& - ?—J-L- =0 = mp+4Amk>2pp® + 4mk20*p — mpd® — Amkpp® + 2mgkp
dt dp  Op

2

g

= m{l +4dmk*p®)j + dmk?pp® — m,pm2p4

+ 2mgkp =0
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Si el movimiento se aparta de la 6rbita circular, se puede suponer que p = pc(1+¢)
con € << 1. Por lo tanto si se sustituye este valor en la ecuacién anterior y sin

tener en cuenta términos que escalan como €2, se tiene:

m(1 -+ 4k2p2 (1 + €)%)peé + AmkPpe(1 + €)p2é® — ------F—+2m kp(1+¢€) =
. Pc JOC by C pc Tnpg(l +E)3 g *pc

2

(1 - 3¢) + 2mgkpe(l +¢€) =

[
2 2 2 L
m(1+ 4k%pZ(1 +€)”) pc€ — s
m2p
m(1 + 4k%p2) pof — mp; (1 — 3¢) + 2mgkp:(l +¢) =

[

m{1 + dk*p2) p — mp 20k + 3ep.2mgh + 2mgkp. + 2mgkpee =
m(l + 4k*p2) p.€ + 8mgkpee =0

v Sgk

1 ma/2gk

En donde claramente se puede identificar la frecuencia del oscilador armoénico,

que viene dada por:

5. (30 puntos) (POSGRADO). Suponga dos funciones continuas que dependen de sus
coordenadas generalizadas: g(qi,pr) v 2{gk, Pr), demuestre que:

(a) (5 puntos).

(b) (5 puntos).

dp;
H D=y, H]

(c) (5 puntos).
lpe,pil =0 la,q1 =0

(d) (5 puntos).
gt 23] = 81,4

(e) (5 puntos). Demuestre que los corchetes de Poisson son invariantes bajo una

transformacién canénica.
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(f) (5 puntos). Explique y de dos ejemplos sobre del significado del teorema de
Noether.

SOLUCION

(a) Usando la definicién de la derivada total de la funcién g, y las ecuaciones canon-

icas, se tiene que:
g _ Z g 5% dg Opy
dt aq; ot 8pk i

dg g (59 dH 0Og 5H)
i = % 2 \Guon  Onon
dg Bg
i = o tled
(b) Se tiene que recordar que 3 —8-31 =0k ¥ que = 0 y que el corchete de Poisson es
aH aH
M}~Zdﬁm—ﬁ@)
. Y4 _0H
YT T T op,
g, OH Bq BH) ( 0H ) oH |
nH] = ! ! Ok -0 ;
9. 4] Z (5% Op.  Opr, Oa ZL: 7 apr, Ip; —
Siguiendo el mismo procedimiento que antes y recordando que p; = —22 se tiene
7 dy;
que
dp; OH  0p; OH ) ( oH ) oH
L H] = 4 J 0—=4. =2 —h
;. H] Z (qu Opx  Op O 2 *0gy g

k

(¢c) Teniendo en cuenta nuevamente la definicion del corchete de Poisson
Op. dp;  Opr Opy
s = 3 (G - T
; q opr Dy oqi

como cada una de las variables no dependen entre si, es decir %%—:“ = {}, entonces el
lado derecho de la ecuacién anterior es cero y [px, p;] = 0. El mismo procedimiento
se sigue para la otra variable conjugada

_ (2209 _ Da 0y
[(Iki QJ] - ; (BQI 8191 apl 6ql

como las variables no dependen entre si, es decir %;’f = (), entonces el lado derecho

de la ecuacion anterior es cero y [gi, g;} = 0.
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(d) Se sigue usando la definicion de los corchetes de Poisson
Z 9qs Op;  Oqi Op; S
[QRSPJ] (aqﬂ 8]3{ apl aql l ki JZ ki

(¢) Para demostrar esto supondré que existen otras variables (@, P,t), que son vari-
ables independientes. Usando la definicion del corchete de Poisson, se tiene

%B_B 3 dA gA
dq; Op; Op; Og;
(BA 0Q; , DA 0P, (E)B 6Q | 0B apk) -
0Q; dq;  OF; g dQr Op;  OP, Op;
(BB 0Q: , 9B apk) 04 8Q; , 0A 0P,
0Qy Oq 8P, 0g; ) \0Q; Op; ~ OF; Op;
a4 aB 0A OB BB 0A BA B
= aQJ 8@ {Q_}HQJ] BQ_] aP [Q_}a k] BQ BP [QJ: k]
JdA 0B dB 0A
(ac;gj 0P,  0Q; apk) b= 14 Blor

(A4, By, =

Por lo tanto el corchete de Poisson, cuando se aplica a algn observable fisico, es
invariante bajo una transformacién canoénica.

(f) El teorema de Noether demuestra que a cada simetria quesea continua le corre-
sponde una cantidad asociada que se conserva y viceversa. Por ejemplo si existe
en el lagrangiano invariancia de traslaciéon el momento lineal se conserva. Si existe
en el Lagrangiano invariancia temporal la energia se conserva.
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ELECTROMAGNETISMO

FORMULAS GENERALES

El operador V En coordenadas cartesianas (z,, 2):

= 9., 0 d f,, af .  af .
V—-a—ﬂ—:em-i—a &y + 5He~ , gradwafm—I +8ye’°’+$ez
. & ~_ Oap  Oay  Oa, f f
dva=V.a=3 +5 5 » V=517 o 832
Y &~ (Oaz day\ da, Ha.\ _ da, Oay\
rota—anm(ay 8z)em+(é)z 8m>ey+(8$ ay)ez
En coordenadas cilindricas (r,y, 2) :
= d, 1a., a8, ‘ _8fh, 18f4 ar
v—8T8T+TBQDB(p+32 = gadf=grb o rOp" e
. . _0Oa a4, 1da,  Oa, s,  Of 19f 10 ir O%f
divia= d 7 7‘890+83 ’ vf“a'E rar 26(,92+ 22
ot = (199 _ 9%, (00 00:). | (04 g, 10a-) .
" \rde 8z )T dz or ] ¥ g ' r rop)
En coordenadas esféricas (r, 8, ¢):
o 1 1
¢ aé}-l- c'? a .

T ey o
of, 10f. 1 9f,

gradf = grert 5%t i gt
_— da, 2a, 10ag Qg 1 da,
diva = ar +T+7‘ aé Ttanﬁw«{w?‘sinr? dip

ot d — 18% . ag 1 Oag &4 1 Jda, B day, Oy .
~ \r 090 "rtand rsinBdp /) rsinf O Or r) "’
Bag g 1 Bar -
( or + T roe )
&f  20f l 1 af 1 &

viio= ar? + ror * 962 " r2tan 00 i 2 sin? § >




FORMULAS ESPECIFICAS

Recuerde que debe ser explicito en el desarrollo de cada uno de los pasos realizados.

1. Ecuaciones de Maxwell

— = gl .D
V:-D=p, VXxH=7+¢ oD
ot
. . . OB
v . B = E = ——
0, Vx T
7l (E+ ﬁw)-:iﬂ',ﬁ, (ﬁ+—§_)=0
Ax(Ey,—E)=0,ax(H —H)=F¢
D=egE+P=¢, §=yg(ﬁ+ﬁ4)—#ﬁ
2. Fuerza magnética y campo magnético de dipolos.
= Mo 1 i ~Y A —
B = =5 3 - £)F — 1] (10)
F = V(ihy- B) (11)
3. Onda progresiva
J(wt—kz) =] k. o
E, = FE,e ,B:anE,kzw €Lt

¥y
, T
sin’ r dz =
0 2

/ﬂ: singdz = —xcosz +sinz
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4. Polinomios de Legendre

Pu(~2) = (~1)" P, (a)
2

1
/ Pm(fL)Pn(:E) dr = m(smn

H
di:L‘ {(1 - QIQ)EEBL(T)] +n(n+ 1} P (z) =0

(n+ D) Fa(z) = 2n+ 1)aP,(z) — nPoy(z)

i

20l dam

[Prti(z) — Poy ()]

P,(z)

d
on + 1) P, (2) = —
(on+ VP (z) = =
) d a 2
‘.-__1_ .._111,:2 o T
(z )dz(m ) ne(z® —1)

Ot WO = O3

k=0 k=0
- BT
— k n
P,(z)
1
T
(322 —1)/2

(5% — 3z)/2
(352" — 3022 + 3)/8
(63z° — 702° + 152) /8
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Examen de Conocimientos de Doctorado

Electromagnétismo.
Martes 15 de Abril (2013). Horario: 8AM-12M.

Nombre:
Caodigo:

1. (10 puntos) (PREGRADO). Considere un cilindro solido, infinitamente largo de radio
R, cargado uniformemente con una carga positiva, en donde la densidad de carga por
unidad de volumen es p.

(a) (4 puntos). Encuentre la ecuacién que describe el campo eléctrico E en todo el
espacio.

(b) (4 puntos). Definiendo V = 0 sobre la superficie del cilindro, calcule el potencial
V en todo el espacio.

{(c) (2 puntos). Grafique |E| y V como funcién de la distancia al eje del cilindro 7,
mostrando los valores para r =0, 7= R, y r = 3R.

SOLUCION

(a) El problema tiene una simetria cilindrica, asi que se puede usar la ley de Gauss
para resolver el problema.

Para r > R:

jém.dA=QfE. (12)

€o

En donde se escoge la superficie de Gauss como un cilindro de radio 7 y largo L,

jth-dA=27rTLE. (13)

Por otro lado, la carga encerrada por esa superficie de Gauss es proporcional al
volumen del cilindro encerrado, V = = R? L. Conocemos la densidad de carga por
unidad de volumen:

P=d =TT 14
Usando las ecuaciones 13 y 14 se encuentra:
ZWTLE:pW;RBL (15)
luego: .
R (16)



Por simetria sabemos que el campo eléctrico apunta en la direccién radial hacia
afuera, luego, para r > R

|

— Rre
— I 1
E e iy (17)

b

Para r < R se puede seguir el mismo razonamiento que para r > R, sin embargo
el volumen encerrado por la superficie de Gauss es V = mr? L, por lo tanto la
carga encerrada es:

Qenc = P’ﬂ'?“g L (18)
v para r < R:
E= gg—rf (19)
<t

(b) Dado que el campo eléctrico apunta en direccion radial se puede escribir el po-
tencial como:

f
Vir) = — / E() - dr’ (20)

Para r > R el potencial decrece como funcion de r. Como V{R) = 0 es maximo,
los valores de V(r > R) deben ser negativos, por lo tanto:

T " p R? —pRE[r ¢
/ —_ = — ! - d = — i-——-——w— ! = ——
V(r) — V(R) /R E(') - dr e = [m R] (21)
es decir:
_pR*> R
V(r) = 2 In . (22}

Para r < R el potencial incrementa como funcién de r, luego el potencial debe
ser positivo.

FALTAN
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2. (10 puntos) (PREGRADQ). Considere un cable coaxial hecho de un alambre hueco
con radio interno R y una pared de grosor d. Dentro de éste, se encuentra un alambre
de radio R, orientado con el eje de simetria del alambre hueco. Existe una corriente

2R,

I que fluye por el alambre interno hacia abajo. Ademis existe una corriente [ en el
alambre hueco que fluye hacia arriba, como se muestra en la figura. Asuma que la
densidad de corriente es homogénea sobre el volumen de cada uno de los alambres y
que B representa el campo magnético.

(a) (3 puntos). Encuentre B para 7 < Ry.

(b) (3 puntos). Encuentre B para Ry < r < Ra.

(¢) (3 puntos). Encuentre 5 para Ry <1 < Ry + d.
(d) (1 punto). Encuentre B para R +d < 7.

SOLUCION
(a) Para cada una de las partes se puede usar la ley de Ampére,
j{ B dl = yioLone. (25)

Si se escoge el lazo de Ampére como un circulo de radio r con su eje de simetria
paralelo al eje de simetria de los alambres, es posible resolver la integral para:

ng -dl = B 2zr. (26)
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Aqui B tiene la direccion azimutal, ¢. Para encontrar la corriente encerrada es
necesario tener en cuenta que la densidad de corriente es homogénea sobre el
alambre central. Por lo tanto:

= o
con esto se encuentra que: \
Lone = Iﬁ“{ (28)
Finalmente, usando la ley de Ampére:
2
B2rr = —pi, Iuﬁ? (29)

en donde el signo menos de la parte de la mano derecha de la igualdad viene de
la regla de la mano derecha. Con esto encontramos que, para r < Rj:

= I’
B = 7 ré (30)

Para R; < r < Ry es posible escoger un lazo de Ampére similar al de la pregunta
anterior. En este caso I, = I. Escribiendo la ley de Ampére se encuentra:

B2mr=—p,1. (31)
Por lo tanto, para ) <r < Ry
B 161 -
B="Fl (32)
r

En este caso es posible usar el mismo tipo de lazo para usar la ley de Ampére.
Sin embargo, la corriente total encerrada serd la suma de las corrientes sobre
el alambre interno (—7) y la que encierra el lazo dentro del alambre externo(7s):
Ine = —I+1I,. Similarmente al primer punto sabemos que la densidad de corriente
es homogénea sobre el alambre hueco, por lo tanto para calcular /o

I Is
N T dl - n (PR (33)

Con esto se encuentra que :

7,2 _ R2
Ih=f—— 2
= ot & (34
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asf que la corriente encerrada:

r? — RY
enc = =11,
g I(ZRyﬂ+d2 ) (35)
Usando la ley de Ampére el vector de campo magnético puede ser escrito como:
o Lo r? — R? -
b= ! = -1
2mr (2Rgd + d? ) ¢ (36)

(d) Para encontrar B en el caso de r > Rs + d, la corriente encerrada es I, =

—I + 1 =0. Por lo tanto el campo magnético es nulo:

e

B=0 (37)

3. (25 puntos) (POSGRADO). Un disco de radio R, hecho de un material no-conductor,
tiene una masa A y una densidad de carga superficial ¢ = o,7/R, en donde r es la
distancia al centro del disco y oy es una constante. El disco da vueltas con una velocidad
angular ¢ normal a la superficie del disco a lo largo del eje de simetria del mismo.

(a)
(b)
(c)

(d)

(7 puntos). Calcular el momento magnético, [, del disco.
(7 puntos). Calcular el valor de la carga total @ y expresar [ en términos de (.

(7 puntos). El disco tiene una densidad superficial de masa o, = Mo/Q.
Calcular el momento de inercia, 1.

(4 puntos). Encuentre la relacién entre el momento magnético, /, y la magnitud
del momento angular.

SOLUCION

El disco se puede dividir en anillo de ancho dr. Una vez se sabe cual es la corriente
sobre cada uno de los anillos, se puede integrar y calcular el momento magnético
del disco. Para un anillo de radio r < R:

dQ =odA =02rrdr =0,2n7r%/Rdr (38)

Para calcular la corriente en un anillo:

dg dQ 5 W 2
W e e g 2 " — A" = Jg—]
dI o= = 0o 20T /R 27rd’ o wRdr (39)

El 4rea encerrada por un anillo de radio 7 es 7r?, asf que el momento magnético
de un anillo se puede escribir como:

dp = dI 7r® (40)
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Con esto se puede calcular el momento magnético del disco:

_wagw/RT4 T_TrorawRE’
=R “"R 5

R4
i=mo,w—3=2
s 5

(b) Se puede calcular la carga total del disco como:

R R R
T 2o,
Q:/ crﬁ'm*dr=/ Tpo— 2mrdr = 0/ r2dr
0 a R R /g

asi que la carga total es
21 7,

RE
3

Qm

y por lo tanto el momento magnético en funcién de la carga total es:

L3 s
u—-i—aQR Wiz

(¢) La densidad de masa es:
Mr dM

=% 5 R A"

luego:

R . 5 R
szrgdﬁ’ir=/'l“20'md44m/ 720;gf7‘(27r?"d7‘)= 2mo, M A
0

RQ Jo
[y g 2T o S g2 Sype
=7 — = M0y 2M— = -
Q5 5 2na, 5

(d) La magnitud delmomento angular es: L = [w, es decir:
L= (é-g:{) R*w

I _3M10 2M

B 530 Q

por lo que se puede escribir:
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4. (30 puntos) (POSGRADO). La figura muestra una cinta larga semi-infinita de ancho
a, hecha de un material resistente. El potencial eléctrico, ¢, satisface la ecuaciéon de
Laplace en la cinta y estd sujeto a las siguientes condiciones:

limg¢=20
I OQ
plz=0)=
¢z =a )=0,
para y=0:
T, si0<z<a/2
r)= 51
?) {CL—.’E sia/2 <z <a. (51
Y

D=0

-

A

(a) (20 puntos) (POSGRADO). Use separacién de variables para encontrar ¢ sobre
toda la cinta.

(b) (10 puntos). Si la superficie tiene una resistividad p, encuentre una expresitn
para la corriente total entrando a la cinta por el lado z = 0.

SOLUCION
(a) El potencial cumple la equacion de Laplace, por lo tanto si tomamos ¢(z,y) =
X(z)Y (y): N
=0=— 52
V3¢ Frly (52)
Asf que necesariamente existe una constante k tal que:
PX 0
= —-k" 53
53 (63)
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82}/
=k 54
5 (5
por lo tanto las soluciones para estas dos ecuaciones diferenciales son:
X(z)=Acoskz+ B sinkz (55)
Y(g)=Ce™+D et (56)

Ahora se pueden usar las condiciones de frontera para encontrar los valores de &,
A B, Cy D
Primero, sabemos que

lim ¢ =0, (57)
= s
luego
lim Y(y) =0+ De = 0. (58)

Yoo

Adicionalmente, ¢(z = 0) = 0, v, ¢(z = a) = 0. Reemplazando en la primera
expresion:
X(z=0)=Acos0+Bsin0=A+0=0. (59)

Y reemplazando en la segunda:
X(z=a)= Bsinka =0, (60)

luego ka = nn, en donde n es un entero positivo. Es decir:

X(z) = i B, sin (%Tf-:n) (61)

=0

Por tltimo la funcién para el potencial para y = 0 se define como:

¢(z)${w, si0<z<af2 (62)

a—z siaf2<z<a

En este caso se puede encontrar la tansformada de Fourier de la funcion para
igualar los coeficientes y encontrar el valor de Cy, y By, Paray = (

olz,y=0) = i C, B, sin (%:ﬂ) (63)
n=0

Esta sumatoria debe ser equivalente a la funcién por partes descrita en el enunci-
ado.
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Para escribir una funcién cualquiera f{z) en series de senos y cosenos es posible
usar las transformaciones de Fourier:

flz) = i Gm cos(mz) + hy, sin{maz). (64)

m=0

En esta expresion los coeficientes se pueden encontrar a partir de las expresiones:

G = L f(z") cos(ma’ydz' (65)
T Jo
¥y or
B = —1-/ F(z'} sin{maz")dz' (66)
T Jo

Como ya se encontré antes, el valor de g,, debe ser nulo si se cumple que ¢(z =
0) =0y ¢(z =a) =0, asi que se puede escribir :

f(m)={$’ si0<z<a/f2 (67)

a—z sia/2<z<a
y con esto encontrar el valor de h,,:
1 T 3ar
B = - (f z' sin(mz')dz’ -|—/ (@ — z") sin(ma:’)d:c’) (68)
0 kil
por lo tanto:

T

1

hpm = — (—mzcosmz + sinmaz) (69)
m= 0
_ 27
—|——?—"nl——cos('m,m)Tr
_ 2
+ — (=mz cos mz + sinmz)
1 m
g = @(—mw(wl) +0+0-0) (70)
—a
— 1 — _1 m
+=2 - (-
+~;~5(—27rm+0+mw(—l)m—0).
1 o]
I = — (-2 ™42 — ((=1)" =1 71
bt = = (=2ma(=1)" 4 2mm) + L (1)~ 1) (1)
27 a
= Za--1m+L-nm -1 72
(1= (1)) + 2 ()7 - 1) (72)
R P (73)
— — 2. Sl m eslmpar
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es decir,
4 2a > nw
—_ 0 = 22 Y s = B, sin [ — T4
d(z,y =0) m?mpar (m m:'r) sinmz ﬂéDC’, sm( . a:) (74)

dando nuevas restricciones a n. por ejemplo nw/a debe ser un ndimero impar:2m’'+
l=nn/a=m, o

nm
= 75
m=— (75)
Finalmente,
2r—a . /ni n,
q#»(a:,y) = Z ( = ) 2a sin (-a—:r;) egaV (76)
1 impar
La densidad de corriente superficial es :
. 1. —~1—
F(z,y)=-E=—V¢ (77)
p p
Por lo tanto la corriente que atraviesa la linea vertical z es:
M) = [ oula)i (78)
0
Primero se puede calcular la componenete en z de la densidad de corriente:
= 2l + 1 20 +1
o =2Y (—1)"cos (L_Z_“).T_%) exp (L-—j_—)w—y) (79)
a

i=0

Lo que implica:

= 20+ 1)z o 4+ 1

@) = 23 (-1 cos (L-f;lm) [ e ((—2’—“;—)-%) dy  (80)
=0 ' @ ’

B 2,10,.(\ 1)f+1 /(0 + N A

= L(Ql—l—l) os\ " $) (ol)

I=

D

Y para encontrar la corriente entrando por el lado izquierdo, z = O

24 X (1)
I, = - E‘?l _3_ 7y (82)
=0 ‘"~
La sumatoria en la expresion de la corriente:
o0
-1 i+1 4
E‘)l-i)-l) e (83)
I=0 **
lo que simplifica la ecuacion para la corriente:
Sa
Ii. s (84)



. (25 puntos) (POSGRADO). Suponga que una particula con carga g se mueve en el
vacio describiendo un circulo de radio @ en el plano zy, con una velocidad angular w y
que, para t = 0, su angulo azimutal es ¢(f = 0) = ¢. Asuma wa < ¢

(a) (7 puntos). ;Cual es el vector potencial en el centro del disco, (x,¥,2)=(0,0,0)

para un tiempo t7

Suponga ahora que hay N > 1 particulas cargadas moviendose en el circulo y
para ¢t = 0 sus angulos azimutales son ¢g, = 2rg,n=12,.N-1N

(b) (8 puntos). ;Cuil es el vector potencial ahora? use I = N g3,

(c) (5 puntos). ;Qué pasa en el limite cuando N — oo y ¢ — 0 pero I permanece

constant

e?

(d) (5 puntos). ;Cual es el vector potencial magnetostatico en el centro de un aro
que lleva una corriente constante 17

SOLUCION

(a) La posicion y la velocidad come funcién de tiempo son:

(1) = a (cos (wt + ¢g) € + sin (Wi + ¢o) &,) = a &, dy)

U(t) = aw (—sin {wt -+ ¢g) &, + cos (wt + ¢o) &) = aw &, x &(t, ¢o)

La densidad de corriente se puede escribir entonces como:

J(F,t) = qii(t, do) °(F — a lt, b)) = qaw &, x &, do) (7 — a élt, do))

Definiendo £, = ¢ —

Fm1t

-, en donde | — 1’| = a en el origen, se puede encontrar

entonces una ecuacién para A:

A

es decir:

(F=0,t)

=, —

‘u'[) J(T’, t,—-) 3

4ﬂ/'F_w ! (85)
ﬂ / q aw é; X é‘(tr, ¢D) 63_‘(7", —a é‘(tT‘: ¢U)) dS,FP (86)
4 Pyl

pogow fé xelt—alc,do) 5 5 35
e / - 8 (r' — aélt,, ¢o)) d°r’  (87)

BZ (@ x &t - afc. o) (88)
(7= 0,1) = F21= (&, x &(t — a/c, )




(b) Para N particulas girando el vector potencial se puede escribir como:

Ngw [ 1 &
Ap(F=0,1) = Fo Y 4 (W Zé‘z x e(t —a/c, ¢Un))
n=1

es decir:

N
i = Ho
An(F=0,t) = TN Z: &(t — a/c, don)

(¢) Cuando N — oo la sumatoria que caracteriza al A es un promedio de las direc-
ciones del producto cruz, es decir es cero.

11111 AnF=0,)=0

N—oo

(d) Para magnetostitica:
- T -
An(F=0) = f‘-“—f--——q('“)ﬂ dr!
4 17‘ — ot l

4w |fr_"'l
0

fﬁ_l.ms':o

Lo que es igual al resultado que se obtuvo cuando N — c0

44
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