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FISICA TERMICA

FORMULAS GENERALES

El operador V En coordenadas cartesianas (z,y,2):

= ., 0., 0, arf . Bf_l af_,
v“’ameﬁayeﬁae*"’ gradf = Vf——,rl-a y—i-—
. & o Oay  0Oay  Oa, v? o*p  Orf  O*f
diva=V-a= Oz 8y+5z ’ f_aaz- 6y~+832
rot 3=V x @ = da; _ Jay &y + day _ 9az &y + ay _ daz) .
B “T\ay 8z 6z 0z ) oz By )~
En coordenadas cilindricas (r, ¢, 2)
= 0, 10_, 0, of 1c'?f_, af
v_arer_’_r&pe(’a—i_azez k gradfm ar ety 3@ {‘D+—5—zez
da, a. 1da da. qu laf 1 0°f 32f
div @ = T “r ¥ —
iv d 8’r+"+7‘8 +3 , Vi = v or T“@(p“
ot & — 18a, da, o da.  da, g, + da, ago 1da,
C\rdp 8z dz  Or Br T O
En coordenadas esféricas {r, 8, ©):
YT or T r98 " rsinfdp P
B Bf_, 16f_, 1 af.
gradf = FRr T +rsint9—3—g;e“°
s Ba,. QG,T 18(19 ap 1 8%
diva = ar T _{"7:80 +rtan9+rsin9 Oy
. (10a, ap 1 dag\ 1 fa, day ap)\ .
rota = (’F 96 ' rtand rsnd B(p) et (rsinﬁ Op Or T fot
%Jﬂu}.aar z
ar T
2 &f 20f 1 1 9 1 &
yip = 04,200 1B / ;

arr " rdr  r2867 ' r2tanf 00 ' r?sin?f O



FORMULAS ESPECIFICAS

Recuerde que debe ser explicito en el desarrollo de cada uno de los pasos realizados.

1. Funciones de estado y relaciones de Maxwell

Energia interna: U dU =T7dS — pdV

Entalpia: H=U-+pV dH =TdS + Vdp

Enrgla libre: F=U-TS dF = —9dT — pdV

Entalpia libre de Gibbs : G=H-TS dG = =5dT + Vdp
OTN _ (O (0T _ (VN (%) _(8S\ (VY __ (25
v /e 85/, \dp/g \OS . \IT/, S\av /0 \oT . - )

ap av
IS=CydT+T| == )| dV y TdS=C,dT" —-T|— ) d
TdS = CydT + (BT)V y » (E)T)p D

2. Para un gas ideal:

T 1% T P
— ). A ST P B T - ST i '
Spm=CyIn (To) +Rln (%) + S5m0 ¥ Im=0Chln (T(}) Rln (p[)) + 500

3. Ecuaciones de Helmholtz:

auyN Op Z2: AN B B_V
(W)T“T(a’f‘)v P (ap)fv T(6T>p

para una superficie muy grande: dW,., = —vydA, en donde la tensién superficial es v

_(8UN _ (9F
T=\94/,7 \o4/,

4. Valores esperados en términos de la funcién de particién.

_ aln(Z) L, 0In{Z) s . 20m(2) @ In(Z)
B o= -t p=kISR | S=kn(2) ko Gy = kP
R _oml2) 02
F = ~kThn(Z) , a= N p; = —kT AN,



Examen de Conocimientos de Doctorado
Fisica Térmica.
Horario: 8AM-12M. 9 de Julio. (2012)

Nombre:
Codigo:

1. (10 ptos) (PREGRADO)

Un mol de gas tipo van der Waals es sometido a un proceso quasiestético. Inicialmente
el gas se encuentra a una temperatura 795 y volumen molar v, y es llevado a un estado
final con temperatura Tj{ y volumen molar vy, Un segundo sistema esta en contacto
térmico con el gas durante todo el proceso. Este segundo sistema tiene volumen fijo
v presenta una temperatura inicial de 7. La capacidad calorifica de este segundo
sistema depende de la temperatura de la siguiente manera:

Co{T) = DT
Donde D es una constante conocida.

Los cambios en energia interna molar y entropia molar del gas van der Waals aparecen
a continuacion:

4] 13
vp—b T
ASy=Rln{—7 | +clnl 7o

Donde a, b y c son constantes y R es la constante universal de un gas ideal.

Tomando en cuenta que se quiere extraer la mixima cantidad de trabajo de este pro-
ceso:

(a) (3 puntos) Encuentre una expresién que describa el cambio total de entropfa del
proceso.

(b) (3 puntos) Calcule la temperatura final del segundo sistema en el caso en que se
maximice el trabajo extraido.

(¢) (4 puntos) Encuentre el maximo trabajo que se puede extraer en funcién de la
temperatura final del segundo sistema y las condiciones iniciales.

SOLUCION



(a) Para este ejercicio, podemos definir el cambio en la energfa interna y el cambio

en la entropa del primer sistema como:

Oy o —

ADrl - CR( gas Tgas) vy + Vo
—b s

AS) = Rln(vﬂ —) +cRn 70

Y del segundo sistema podemos definir la energia interna y la entropia como

1
= / Co(T)dT = EDT2 + K

So(T) = f 02,} \a = DT + K

Donde K es la constante de integracion
Ahora calculamos el cambio en la energia interna y el cambio en la entropia del

segundo sistema como:
1 fi2 (042
AU, = 5D((TH) — (T)?)

ASy = D(T —TP)

(b) Para determinar T4, se escribe la condicién de reversibilidad como

~ b TS
AS; +ASs = RIn(HL "2y 4 cRIn =222 4+ D(TY — TP) = 0
vo — b TO. 2
Donde:
B T

R F—b
T =70—Zn —In
Dl(vg—b) ‘D 79,6

(c) Ahora se puede escribir la relacién de conservacién de energia, definiendo W,

como el trabajo méaimo extraido del sistema

Wy + AU + AU, =0

Donde
1 IRY: 0y2 f 0 a a
DU = ()] = [eRCt = ) = 24

Wy = —
conocido, podemos hallar Tzf como relacién de los demés pardmetros

F

Para T1,



. (10 ptos) (PREGRADO)

Asuma que la atmésfera se comporta como un gas ideal, y que la razén entre las

. . c
capacidades calorificas v = - es constante.
Cy

(a) (4 puntos) Sea y la altura sobre el nivel del mar, muestre que la presion at-
mosférica decrece debido al aumento de dy, segin la expresién

P _ ([ Mgy
»  \RT,%

donde M es la masa molar del aire, g es la aceleracién gravitacional (la cual puede
asumir que es constante en el rango de altura ocupado por la atmésfera) y T es
la temperatura en y = 0

(b) (4 puntos) Modelando €l aire como un gas ideal adiabatico, muestre que:

L)

(c} (2 puntos) Con base en los resultados de a y b, calcule el valor del gradiente de
temperatura T en Kelvin por Kilémetro. Explique si es justificable modelar el

sistema como un gas ideal adiabdtico.
NOTA: la masa molar del aire es M = 28.8-L;, asumiendo un gas diatémico

¢y =1R, R =83l4_—%

SOLUCION
(a)
P =P~ pgy
dP = —pgdy
nRT
P=
Vv
aP _ -Vpgdy
P~ naRT
m m Y .
Como p= % y M = g al remplazar y simplificar se obtiene:
dP  —Mg J
P~ Rr Y



(b) Si se asume que es un gas ideal adiabdtico, entonces podemos decir que:

PV = cte

nRT)T — WY RYTY P

P

ctexP(

Como n y R son constantes, las podemos agrupar en la constante cie, y proponer
que:

TYPY¥™7 = cte

Diferenciando como un producto, se obtiene que:

D(T'P™) =0
T7(1 — 4)P""1dP + P& 74T7 14T = 0

Simplificando y organizando términos se llega a:

TV(1 — )P~dP = —4T*~ 1 P}-74T

P ~ATL
i T, o
dP v ar
p \7—1)\T
dP y dT dP —Mg
Dad — | —— | | — ma 3 =
(¢) Dado que . (’Y — 1) ( T ) y ademads que 5 T dy, entonces

g ar'y _ —Mg ,
~~iJ\T )" R %

dT’
Despejando == se obtiene:
Y

al Mg /~v—-1
dy R ¥
C 7
como cp—cy =Ry y= EE, se obtiene que y = 5 Remplazando los demds valores
u

dT’ )
en —, se obtiene:
dy

d (0.028kg/mol){9.8m/s*) (1.4—1Y [ 1000m
dy  (8.31dkg-m?/s?-mol - K) 14 1km

) = 9.7K/km



3. (25 ptos) (POSGRADO)

Considere una cadena unidimensional que consiste de N moléculas que pueden existir
en dos configuraciones 1 y 2 con energias correspondientes €, y €2 y longitudes a y b,
respectivamente. La cadena es sometida a una fuerza de tensién f en cada uno de sus
extremos, como se muestra en la figura.

1,2 8118,}

(a) (5 puntos) Escriba la funcién de particién candnica Zy para el sistema en

términos de €1, €2, a, b, f y 3. Donde § = T es el inverso de la temperatura.
b

(b) (5 puntos) Encuentre una expresién para la longitud promedio (L) en funcién
de la fuerza de tensién f y la temperatura 7T

(c¢) (7.5 puntos) Encuentre los limites de (L) para temperaturas altas y bajas, en el
caso donde f = 0, y discuta las diferencias entre estas dos expresiones, tomando



(d)

en cuenta que en ausencia de tensién la cadena puede ser descrita como un sistema
de dos estados.

(7.5 puntos) Encuentre una expresién para la capacidad caldrica del sistema
sometido a una tensién constante. Para f = 0, encuentre cual es el compor-
tamiento de la capacidad calérica para temperaturas altas, y discuta el significado
iisico del resultado.

SOLUCION

Se consideran dos configuraciones 1 y 2, donde la energia se relaciona como:

By =&~ fa

Ey=c¢eq9~ fb

De esta forma se puede escribir la funcién de particién como.

N
Z = (ZewEx.z) = (Pa—en) 4 PUb-22)yY
1,2

Ahora, para calcular la longitud promedio de la cadena en términos de la funcion
de particién, podemos decir que:

I\ = 1 81112 . N (aeﬁ(f‘l"”*fl) + beﬁ(fb—t‘z))
( ) N B af AN o eﬁ{fﬂ“‘ﬁ) + e.ﬁ(fb—sg)

Si la tension es 0, podemos decir que:
Para f =0

(ae=P1 4 he=Fe)
e—Ber 4 g—Ben

(L) = N

(0 + beBter—e2)
1 + eBler—e2)

(L) =

Ahora si £1 5 > 3, entonces:

Ahora si €19 <« 3, entonces:

| (L) = N(ae™® + b)
Donde definimos § = 3{g; — £2)



&*(In Z)

(d) Para calcular la capacidad calorifica, se debe calcular ¢, = g 9 Dado que
1
8= T y Z como:
7 = (ePUoms) 4 eﬂ(fb—sz))N
_ B8(InZ) (BN N(gy— 2+ (a+b)f)2ePlartea—{ethi)
v T 8/32 - T_—F (eﬁ(fa—fl) -+ eﬂ(fb—sz))ﬂ
Para f =0

 BN(g) — £5)2eBlerte)
Cyy == T(e—ﬂsl + e—ﬁ52)2

Para altas temperaturas ¢, — 0

10



4. (25 ptos) (POSGRADO)

Considere una superficie con N sitios disponibles. Cada uno de estos sitios puede alojar
una molécula de gas. Esta superficie se pone en contacto con un gas ideal con potencial
quimico p (determinado por la presién p y la temperatura 7°) de la siguiente manera:

Asuma que una molécula de gas adsorbida tiene una energia —eg comparado con su
estado libre y que las moléculas de gas son indistinguibles.

(a)

(b)
(c)

(9 puntos) Encuentre la funcién de particién gran candénica para la superficie
en funcién del potencial quimico del gas libre tomando en cuenta las diferentes
configuraciones posibles.

(8 puntos) Con esta funcién de particién, caleule el porcentaje de cubrimiento &
(razén entre moléculas promedio adsorbidas y sitios disponibles en la superficie).

(8 puntos) Teniendo en cuenta que la ecuacidén de estado de un gas ideal esta
relacionada al potencial quimico de la siguiente manera:

o0 y 3
....1..?.... =n = f EWTLE%%LK\/EEP/kTe”E/deE
0

Encuentre una expresion para el porcentaje de cubrimiento en funcién de presion
y temperatura, y describa cualitativamente como varia este porcentaje de cubrim-
iento al ir variando presion y temperatura.

(b)

SOLUCION

Para Nimoleculas de gas adheridas a la superficie hay

NNV — Ny

diferentes confipuraciones posibles. La funcién de particién gran candnica es, por
lo tanto

(1

N
- E : N _Nylp+eglfer _ tetea)/ kTN
= ONle = (1 + e )
Ny=0

El ntimero promedio de moléculas adheridas es
N ) N (r+ep)/kT
Ne—Ze=_2¢
fa (1 + e(#+eu)/k'r)

11



7
Donde o = ———
kT
el porcentaje de cubrimiento es por lo tanto
N 1
f = —

N - (1 +e(#+to)/k’1‘)

(¢) Tomando en cuenta la ecuacién de estado de un gas ideal

P « ?"'71'(?*m)a/‘2 RIKT —€/KT
T =n=-/0 T\/Ee e I de

encontramaos que

gpr_ B (B \T
kT \ 2amkT

por lo tanto

o 1
- ET [ 27xmET
1 —<o/kT
+ Iz ( s )e

Al aumentar la presién, el gas tiende a ocupar toda la superficie § = 1. Para
temperaturas altas el gas se desprende de la superficie porque la energia termica
domina la energia de adhesion.



5. (30 ptos) (POSGRADQ)

Una coleccién de spines S;, localizados en la i-esima posicion de un arreglo unidimen-
sional de NN sitios puede tomar valores #£1, e interactian con un campo magnético
externo h. En este sistema, solo uno de los spines 5p interactia con constante de
acoplamiento J con el resto de los spines. Por lo tanto el Hamiltoniano se puede
EXPIresar comao:

N N
H= —h.ZSi — .]2:5180
1=(}

qm]

{(a) (10 puntos) Demuestre que la funcién de particién canénica Z (7T, N), se puede
expresar de la siguiente manera:

Z(T, N) = [e"2cosh{Bh -+ BN + [e~*[2cosh(Bh — BTN

donde 8 = 1/kpT es la temperatura inversa.

(b) (10 puntos) Calcule la magnetizacién del sistema

m=Y ()

i=0

y la correlacidén entre Sy y todas las demas particulas.

N
p= ) (SoSi)
i=(}
Con base en esto, demuestre que la energia total promedio es (E) = —hm — Jp

(c) (10 puntos) En ausencia de un campo magnético externo, demuestre que(S;S;) =
tanh®(3J) = {SuS;) (SpS;). Explique que significado fisico tiene este resultado.

SOLUCION

(a) La funcién de particién para todo N se puede escribir como:

N
ZNY= > > exp (ﬁhSo +B(h+JS) > si)

51..9y=%1 Sp=:=£1 i=]

Z(T,N)= eﬂhﬁ ( Z eﬁ(""*"")Si) »{«e“ﬁhﬁ ( Z e,ﬁ(h—J)Si)

i=1 \S;=%l t=1 \Sj==1

13



La cual se puede reescribir de la siguiente manera

Z(T, N) = e® [2 cosh(Bh + BJ)]" + e P [2 cosh(Bh — BT)]Y

para simplificar la notacién definimos las siguientes variables

A = {2 cosh(fh + BN

B = e ™ [2cosh(8h — BJ))"

entonces podemos escribir la funcién de particién de la siguiente manera

Z(T,N)=A+ B

para calcular la magnetizacion escribimos
N
i Ad(ln Z)
m =180 = iy

onz) 1 (6‘.4([3}1) + dB(fh)

a(Bh) A+ B dgh oBh
Onz) 1 oh N o et B
o(Bhy  A+B (P (2 cosh(Bh + BI) + NePh(2cosh(Bh -+ B.J)V " sinh(Bh + BJ) — e

por lo tanto

A i O TY 4 1 aaaa 1AL Ty

Vg R ¥ .r:. umuu\,um | M b valiigjsie T jou
m = +

A4 B A+ B

para calcular la correlacién entre Sp y las demds particulas escribimos

N

i=0

onz) 1 [0A(BJ)  9B(BJ)
3(37) _A-I—B( 287 " T a8J )

dInZ) 1
d(6hJ) A+ B

por lo tanto

14
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Atanh(fh + #J) — B tanh(Bh — 5J)

=N AT B

donde la energia total esta dada por

dnz) (8(111 Z)6ph  9(nZ) 087 ) _

(E) = — —hm — Jp

op dph 04 o8J  ap

(c) La correlacién (SnS;)para h — 0 se calcula

p _ Atanh(Bh - 3J) ~ Btanh(Gh — (.J)

(SoSi) =

N A+ B
Para h = 0,
, . _ p _ [2cosh(A])]" tanh(BJ) — [2cosh(—AJ)]" tanh(—A.])
Illl—li% (S[]Sz) - N - [2 COSh(ﬁJ)] [9 CDSh(—ﬁJ)]N
_p_[2 cosh(BN]" tanh(BJ) + [2 cosh(— A" tanh(3J)

}‘E’% Vofi) = N [2cosh(BI)]Y + [2 cosh(—AJ)Y
lim (SpS) = p_([2 cosh(BJ)]Y + [2cosh(—BJ)]") tanh(BJ)

h—0 U TN [2cosh(AJ)]Y + [2 cosh(—aJ)]"

lim (SpS;) = tanh(3.J)

h—

Por otro lado

(5:8;) = 27! Z SiS; Y exp ﬂJZSkSU

Sy =l Sp=z£1
N
(SiSpy =271 >SS [+ 27 Z S:S; H ~BiSi
51--8py==1 k=1 S-Sy =l

Note que la primera contribucién genera N — 2 términos (para k = 1, 7) en donde
cada término es una suma que resulta en un 2 cosh(3.J), y dos términos adicionales
(para k = i y k = j) en donde cada termino es una suma que resulta en un
2sinh(4J). La segunda contribucién genera N — 2 términos (para &k # %,j) en
donde cada término es una suma que resulta en un 2cosh(3J), y dos términos
adicionales (para k =iy k& = j) en donde cada término es una suma gue resulta
en un —2sinh(3J). Adicionalmente sabemos queZ = 2[2 cosh(3J)]¥. Por lo tanto

15



2 cosh™~2(8J)4sinh*(BJ) + 2 cosh™ ~*(BJ)4 sinh*(—3J)

(S:S;) = 22 cosh(BJ)}N

9 sinh?(4J) — 2sinh?(—fJ)

(5:55) = cosh*(3J)

(SiSj) = tELllhz(ﬁJ) = (SOS;) <S(JSJ)

El acople entre S;y Sjsolo se da a través de Sp. No hay correlaciones directas
entre S;y 5;.

16



MECANICA CLASICA

FORMULAS GENERALES

El operador V En coordenadas cartesianas (z,y,z):

= 0., 0. &, _é)f_, afm, Bf_‘
V= %Bm-}-a—y'ey-i—agez s gradf Vf Iz Ex + — 3 1]”’*“ e €z
. o . Oay  Oay | O, 5, O O &?
diva=V.-d= 8:c+8y+az , vf_8$2+6y2+5~2
rot =V x d = Oa. _ Jay &y + dag _ 0o g, + Doy _ O
= C\dy 0Oz) " gz Oz )" dr By
En coordenadas cilindricas (r, @, z)
= a.,  1a_ 08, _Of . lé‘jd af_.
V= 87‘er+;3goel‘°+ 920 gradf = o T r r O L

. Oa. a  1da, % _2f  10f 182f+8°f

c‘)r+r'+'r8(,0 Oz _Eﬁ+;"5"¥ r2 gt 0z°

rot @ = 190. _Jay e + Oa, _ Oa. g+ %_,'_a_np_l@a, z
S \rdp 9z )7 5z or ) or v rdp) "

En coordenadas esféricas (r, 8, ):

VvV = E”Jrlié‘ P 9
T e T rae rsinf dp ¥

of .  10f. . 1 0f,

gradf = B &t 5e% T Tmpap "

divd = aac: % %%C;o rtagli19+rsiln9%?;

- (B e (B
(G tar)e
2 9 1 &2 ?

Vi o= %+;%£ ﬁgﬂﬁ T2t2119%+r2511n29290f2

19



FORMULAS ESPECIFICAS

Recuerde que debe ser explicito en el desarrollo de cada uno de los pasos realizados.

. Momento generalizado p; = %%

—

b3

Formalismo de Hamilton
H(p,q,t) = gip; — L(g, 4,1)
JH . OH

Qa'="§p—i, Piu—aqi

3. Identidad util

4. Sistema no inercial

d d - e .
— = +wx f=V+Ur+LUXT
dt ; dit g

F =ma; =mR+md, + mad x (J X 7) + 2ma x ¥,
si R=0-= Fy=mda,

Fg=ma; — mw x (J x 7) — 2m@d X ¥;

5. Sdélido rigido

2
Ly = Zma [51',3' E Lok — -’Ea,ifﬂa,z]
o k

1
5,;‘_7' Z IITE - Eiﬂij“ p(f’)dV 3 Trot = -2— Z It-'jwiwj
k

1,J

Ii,j = /
v
1 = -

Tmt=§Ldjs Li=zj:Ii.j Wy, Lz{f}w

2 — e
If:?n = J,;!j —_ ]V[ [ﬂ. (51'0' — CI;;'(I.J'] , Ty — I

20



6. Angulos de Euler A=Ay Ag Ay

(Ii - Ij)wiuj - z Ikwkﬁijk =0
k

(L; — I wiw; — Z(Ikdlk — NpJeye =0
k



Nombre:
Codigo:

1.

Examen de Conocimientos de Doctorado
Mecanica Clasica. 2012
Horario: 8AM-12M. 10 de Julio. (2012)

(10 ptos) (PREGRADOQ)

Una particula de masa m estd en el “polo norte” de una semiesféra que estd fija al
piso y tiene una superficie pulida y sin friccién (ver figura 1) de radio R . El sistema
estd en presencia del campo gravitacional terrestre. Una pequeiia perturbacion en la
ubicacién de la particula hace que esta ruede hacia abajo. En el instante en que la
masa m pierde contacto con la semiesfera se forma un dngulo & entre la vertical y el
punto de separacién. ;Cudl es el valor de este dngulo?

22



SOLUCION

Dado que analizamos el movimiento de la particula sobre la esfera, escogemos como
coordenadas generalizadas r y 6. La ecuacion de ligadura es:

fr0)=r—R (1)

El Lagrangiano del sistema es determinado a partir de la energia cinética y la potencial:

T = %(7"2 + r24%) U = mgr cosf (2)

Asl el Lagrangiano se escribe como:

m

L=3

(7* + 726%) — mgrcosf (3)
Las ecuaciones de Lagrange que incluyen las fuerzas vinculares son:

oL d oL df
el N Wi £, Y 4
qu dt qu Z k aqj ( )

Asi las ecuaciones de Lagrange para este problema son:

oL dJdL af oL  d oL af
gL _8tu 9 _ bR Wi M
or dior Ter ) B0 dios a0 (5)
Usando la ecuacion vincular se tiene que:
af af
or elv 0 (6)
Haciendo las derivadas del lagrangiano, tenemos que:
mré® — mgcos® — mi 4+ A =0 mgr sin @ — mrf — 2mrif = 0 (7)

Teniendo en cuenta la ligadura: r = R = 7 = ¥ = 0. Entonces las ecuaciones de
Lagrange toman la forma:

mR§? —mgcosf+A=0 mgRsin® —mR%*H =0 (8)

De la dltima ecuacion (ec. de Lagrange para ), se encuentra que

6= %siné’ (9}



Esta ecuacién puede ser integrada para hallar §* y sustituir esta expresién en la corre-
spondiente ecuacién de Lagrange para r, asi:

. ddo df  dids  .do

b= am -G wE "W (10)

Integrando tenemos que:

] ] ] ] 12
100 = 2 [ si a0 =2 [ s F_9_3
/o fdf = R/{; sin 6dd /0 fdf = R,/D sin 8df =7 Rcosﬁ (11)

Sustituyendo este valor de 02 en la ecuacién de Lagrange para r v despejando X se
tiene que:
A =mg(3cosf — 2) (12)

Para este ejemplo particular, A es la fuerza vincular, la cual nos proporciona la in-
formacién requerida para resolver el problema. En el punto en el cual la particula
abandona la esfera la fuerza vincular se anula, asi:

A =0=mg(3cosfy — 2) = = arccos(2/3) = 48°1122.87" (13)
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2. (10 ptos) (PREGRADO) El espejo de un telescopio estd hecho de mercurio liquido.
El mercurio se deposita en un contenedor cilindrico que gira a velocidad angular con-
stante w respecto a la vertical (ver figura 2). El sistema estd en presencia del campo
gravitacional terrestre. En estado de equilibrio se forma una superficie de revolucion
perfecta. Demuestre que esta superficie es un paraboloide.

SOLUCION

En el equilibrio, este problema visto desde un sistema de coordenadas que rota con el
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espejo, corresponde a un problema de estédtica. Sélo intervienen tres fuerzas sobre una
molécula de masa m sobre la superficie de mercurio: el peso W, la fuerza ficticia Friq
y la fuerza de contacto £y debida a la interaccién con las moléculas vecinas. Se puede
mostrar que la fuerza de Coriolis es nula, mientras que la fuerza centrifuga es igual a
Frio = feentrifuga = mw?r. Las ecuaciones que expresan la condicion de equilibrio para
una molécula de la superficie son:

Fyecosgp—W =10 ~ Fysing + Friee = 0 (14)

A partir de estas dos ecuaciones se llega a obtener el valor de la derivada de la superficie
de revolucién en un punto dado:
dz wr

a;—tan¢= 7 (15)

que al ser integrada lleva al resultado pedido:

z 2 T 1 2.2
/dz=£—/rdr:>z:—wr (16)
0 q Jo 2 g
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3. (25 ptos) (POSGRADO)

Considere dos masas puntuales M v m que interactiian gravitacionalmente y que estdn
separadas una distancia r. La energia potencial gravitacional entre las dos masas es
cx . . . .

V(r}) = —=, con & = GMm. G es la constante de gravitacién universal. Si M > m,

T

demuestre que la trayectoria de la masa m estd dada por:

1 mo

= =T (1 + ecosf).

L es el momento angular de la masa m. La excentricidad e se expresa en términos
2EL?

de la enerpgia total (£) del sistema como € = 4/ 1+ 5
mao

SOLUCION

A partir del lagrangiano de este problema, se pueden calcular las cantidades conser-
vadas de momento angular L y energia -

1 L?

I A )
mr-6 =L —mre +
2 2mir?

+V(r)=E (17)

Se puede eliminar el término dt de estas dos ecuaciones despejando 72 de la segunda
y dividiendo este resultado por el cuadrado de la primera ecuacién , con lo cual se
obtiene:

ldr 2 _2mE 1 2mV(r) (18)
r2df ) L2 T2 L?

Sustituyendo el potencial por el del problema de Kepler, se tiene:
1dr 2 _2mE 1 2mV(r) (19)
r2df) L2 r? L2

Usando la identidad: d(1/r)/df = —~(dr/df)/r* y empleando la sustitucién y = 1/7, la
anterior ecuacion se reescribe como:

dy\? 5  2ma 2mE
completando el cuadrado:
dy 2 ma\?  2mE ma \ 2
(E) =~ (%) + =+ () (21)



: mo
Sustituyendo z = y — 77 tenemos que:

dy\ n M2 2E1? 0
— | =~z =—z"+4 B
(dﬁ) +(L9) (1«%« o z" 4

Esta ecuacidn es integrable, por lo tanto:

?
=f df = z = VB cos(f — )

h

= dz
/z1 vB -z

(22)

(23)

e 1 mo — :
Deshaciendo la sustitucién z = = — —— y retomando la definicién de B, se tiene el
T

12
resultado pedido.
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4. (30 ptos) (POSGRADO)

Calcule el Lagrangiano de un péndulo simple, de longitud ! y masa m, que oscila en un
plano y cuyo punto de suspensién P (ver figura 3) oscila verticalmente de acuerdo con
la ley ¥ = acoswt. La frecuencia de oscilacién y la amplitud del movimiento oscilatorio
del punto P son dadas por w y a, respectivamente. El péndulo estd en presencia del

campo gravitacional terrestre.

(a) (5 puntos) Elija y escriba un conjunto de coordenadas generalizadas g; adecuado

para describir el movimiento de la masa m.

(b) (5 puntos) Obtenga explicitamente el lagrangiano I del sistema.

(c) (15 puntos) Demuestre que el lagrangiano se puede escribir como: L = L' +
-&%—k(qj, )+ f(t). Encuentre explicitamente las funciones f y k. Halle explicitamente

el lagrangiano L'

(d) (5 puntos) Muestre que las ecuaciones de movimiento son invariantes bajo la

d
transformacion Gauge del Lagrangiano: L = L' + d—tk(qj, £) + f(t).

Ayuda: calcule las ecuaciones de movimiento a partir de Ly L.




(2)

(b)

(c)

SOLUCION

Las coordenadas cartesianas del punto en movimiento son:
T =lsing y = lcos¢ + acoswt (24)

Asi que el lagrangiano se puede escribir como:
1 3 . b '
L= ~2~m(l“¢:2 + a?w? sin? wt + 2alwd sin ¢ sinwt) + mgl cos ¢ + mgacoswt  (25)
Desfactorizando podemos escribir:
]- Y Y. . 1 9 2 . 2
L= §ml ¢? + malwe sin ¢ sin wt -+ mgl cos ¢+ 5ma w? sin® wt +mga coswt (26)

El segundo término de esta expresion lo podemos escribir como una derivada total
respecto al tiempo de una funcién:

; d
malwe sin ¢ sin wt = —= (malw cos ¢sin wt) + malw?® cos ¢ coswt (27)

Por lo cual el Lagrangiano se puede escribir como:

25 2 d .
L= —;—ml“qﬁz + malw® cos ¢ coswt + mgl cos ¢ + f{t) — ﬁ(malw cos ¢sinwt) (28)

Donde la funcién f que depende explicitamente del tiempo es:

1
Ft) = gmﬁgwg sin® wt + mga cos wi (29)

-

Thodo framnide £ oan rcied i i i
Tsta funcidn f o pucde cooribir come una dovivada total rognects al tiemna, nor

lo tanto se puede escribir un nuevo lagrangiano omitiendo las funciones f y g:
1 .
L'= §m12¢>2 + malw? cos ¢ cos wt + mgl cos ¢ (30)

Calculando las ecuaciones de movimiento para los dos lagrangianos, se observa
que estas son invariantes:

! . oL
%% = mi%¢ — malw?®sin ¢ coswt — mglsing = 55 0 (31)

Nota: se ha usado la notacién de derivada lagrangiana, donde:
S _ 4oL 0L )

8q; dtdq; Oy
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5. (25 ptos) (POSGRADO)

Considere una particula de masa m, sometida a moverse sobre la superficie interior de
un cilindro, descrito por la ecuacién: z* + y° = R? (ver figura 4). Sobre la particula
actia una fuerza restauradora, 7= —k7, dirigida hacia el origen de coordenadas,
donde k£ es una constante y r es la distancia desde el origen hasta la particula. Tl
sistema estd en presencia del campo gravitacional terrestre.

(a) (4 puntos) Calcule el Lagrangiano del sistema. Ayuda: Use coordenadas cilindricas.

(b) (7 puntos A partir del Lagrangiano, calcule el Hamiltoniano.

(c) (7 puntos) De acuerdo a las ecuaciones canénicas de Hamilton ;que cantidades
se conservan? Realice sus cdlculos explicitamente.

(d) (7 puntos) Demuestre que el movimiento en la direccién del eje z es arménico.

A

figura 4

/v

SOLUCION
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(a) La energfa potencial correspondiente a la fuerza restauradora es:

1., 1 1 9
U=sh® = Sk(a® +17 +27) = SKOR? + 2%) (33)
El cuadrado de la velocidad en coordenadas cilindricas es:
vt = R? + R%* + 2° (34)
como R es constante, la energia cinética se puede escribir como:
1 9 3/
T == §m(z~ + R%*0%) (35)
Asf el Lagrangiano se puede escribir como:
1 2492 1 2
L= 5m(z2 + R*%*) — —Q-k(R“ + 2%) — mgz (36)
Los momentos generalizados son:
aL . oL
= —= = R29 L, = = = ;_,”
Pa 5 m p:=pr=m (37)
El Hamiltoniano se calcula como:
H(gpp) =) dipi— L (38)
i
Que en este caso particular es:
2 2
Pg p; 1, »
H = -2 Z 9
2mR2+2m+2lb + mg (39)
c. Las ecuaciones candnicas son:
OH o
g; = =— Pi = —— 40
¥ apj 7 qu ( )

Al aplicarlas al Hamiltoniano de este problema se obtiene que:

Do . _Ps

mR? m

=0 p.=-kz—mg 0= (41)
Como gg == 0, el momento angular py es una constante de movimiento: pg = cte =
mR0 =L,

oH
Frie mz e igualando conp, = — 5 = —kz—
mg, se encuentra que it +wiu = 0, donde se ha hecho la sustiticién v = —T’;—iz +g. El

movimiento en direccién z es arménico, con la frecuencia de oscilacién: wi = k/m

Derivando respecto al tiempo p. =
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ELECTROMAGNETISMO

FORMULAS GENERALES

El operador V En coordenadas cartesianas (z,y, z):

é)f_, af . Bf_,

= d f‘)_, d
V—B—mex-i—a 8~e~ , gradf = Vf— B m—i-a ey+a~
) = da, Oa, Oa. G*F  9fF  O%f
divd=V.d=—-2 Y = 2f =
ivd=V.a + + , V°f 5$2+8y9+532

dr Oy 0z
o (%O o (G 0e) (00, 0w
B ““\ay 8 )= gz Bz ) gz  dy €

En coordenadas cilindricas (r, ¢, z) :

- 4., 1a_, @, _af . 1af.,  of,
V= 8rer+ rc’)(,oe"°+_8; >, gradf = aTer—l— Tafpew-i— zez
, da, a, 10a, Oa; a*f 1af 18 f  Bf
d L e TR 2 -
e e P ML Rl iy w3 Rl
— 10a; da, &4 da, Do, ot %_l_%_l@a,. 5
S \rdp 0z )7 gz or ) ¥ or r vdp) "
En coordenadas esféricas (r, §, ):
vV = aé‘+18 24
o ot rsinf dp ¥

of . 18]”_, 1 of

gradf = o — 4 — 80 +m%8w
.. Do, 2a,  10ag ag 1 da,
divd = or +T+;89 +Tta.119+7"sin6’ dp
ot 7 = (EB%_}_ ap 1 aag)é,+( 1 é)ar_c‘)a.@m%>éb+
r 80 rtand rsind dp ) T rsind dp O r
60,9 g 180‘,7-
(G 5-1%)e
vzf_a"f?@fif L oof, 1 &
or?2  rdr  r2d6%  r2tanf 99  rZsin’® 0 Hy?
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FORMULAS ESPECIFICAS

Recuerde que debe ser explicito en el desarrollo de cada uno de los pasos realizados

1. Ecuaciones de Maxwell

. Y 8D
V'D=p,VXH=?+ED+ ajtj
=) — -+ —+ aB
— E:__._._......._
V-B=0,Vx T
- (Dy—D.)=0,n - (By—B.)=0
Ax(B.—FE)=0,ax(H —H)=F
D:Egg+ﬁ=€,giﬂg(ﬁ+ﬁ)=ﬂﬁ

B = 1o 3, D) 7] (42)
F = V(m, B) (43)
(44)

3. Vector de Poyting N=ExH , conservacion

j gduw/ L 4o

/ L BB+ Bilyaw + jé Fag
6t g

4. Propagacion

L oOF O°E

AE = py—o- — ey =0,
oH o*H

A - Mg ~Hege =V

AE+w“6/_L(1—jle)E=0
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5. Onda progresiva

| =

Ei= B | B = 2 x B, k=w/e

6. Conductores K? = epw” — jwpy = Euw?

2 .
K = Me?
B
1 .
K =(y5) ~—§(1 =~ I wpy

7. Polinomios de Legendre
Pu(=2) = (-1)"Fu(z)
! 2
f Pu(z)P(z)dz =

1 2n + lfsm”

d%: {(1 — mg)%PH(m)} +n(n+ 1DP,(z)=0
(n+1)Pa(z) = 2n+1)zF,(z) — nPy_1(x)
FP.(z) = 2”171! dcfc” [(#* —1)"]

2n+1)F,(z) = % [Fosi(z) — Poci{z)]

(2% — 1)%(.’1:2 — 1)* = 2nz(z? — 1)"

o = 3 e £ 0 () -

k=0
200
k n
k=0

37




(35z — 3022 + 3)/8
{63z — T0z3 + 15z)/8

n P, (z)

0 1

1 T

2 (3z2 —1)/2
3 (5z® — 3z)/2
4

5

8. En fisica e ingenierfa, se denomina tensidn mecdnica, o, a la fuerza por unidad de
rea en el entorno de un punto material sobre una superficie (real o imaginaria) de
un medio continuo. La definicién anterior se aplica tanto a fuerzas localizadas como
fuerzas distribuidas, que actiian sobre una superficie. El tensor de estrés de Maxwell
representa la tensién mecdnica debida a las fuerzas eléctricas y magnéticas.

1
2

P4

1 2
Tij = EoEiEj -+ /.L_BiBj e (EOEQ “+ ! B") 5ij (45)

o
La magnitud de estrés normal o, de cualquier tensor de estrés T' es el producto punto
de la tensién mecanica y el vector normal:

on = Tijn; (46)
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Examen de Conocimientos de Doctorado
Electromagnétismo.
Horario: 8AM-12M. 11 de Julio. (2012)

Nombre:
Cédigo:

1. (10 ptos) (PREGRADQ) Un cascardn esférico conductor, de radio a, se encuentra en
presencia de un campo eléctrico, como se muestra en la figura.

F=E,z. (47)

Encuentre el valor del potencial eléctrico fuera y dentro del cascardn.

SOLUCION

Solucidén:
Para r — oo se tiene que F = E,2. por lo tanto la solucién en coordenadas esféricas,
de un problema con simetria azimutal tiene la forma:

B
V(r,0) =3 {A,Tz + rl—jJ Py(cosh) (48)
1

Se tiene un cascardn esférico conductor, por lo tanto el potencial sobre ese cascardn es
constante, V{a, #) = 0, luego

V(a,f) = Z [Agaf + %} Pi(cos®) =0

!

At + Ba~D =
Alal B;a—(H’l)
Bg = —AICLQMI.
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Por 1o tanto reescribiendo la ecuacién 48,

21+1

V{r,8) = ZAl [Tl _ C; - } Py(cos 8). (49)

Finalmente,tenemos que el potencial para r 3 a est definido por la ecuacidn 47. Por
lo tanto:
av .

—Z

dz

it

E=Eyz?
Bs decir,

V=/_Ead2= —Eoz+c-

Podemos definir el potencial como V{z = 0) = 0 de tal manera que ¢ = 0. Por lo
tanto,
V(r>»a) =—E,rcosf

La solucién en la ecuacin 47 debe cumplir con la solucién para r > a, luego,

g '
ZA; T Pcosf)| = lim [—E,rcosf]
!

lim
T— 00 r—r20

Ya que P, = cos@, A, = 0 para todo I # 1. Ademds,

a3
lim A4, ['r - m—} = lim [~E,r]

T—+00 T2 00

Al = '_Eo

3

Vir.g) = (% ] B, cost
Lr*
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2. (25 ptos) (POSGRADO)

Un juego consiste en dos toroides de masa 3 que son atravesados por una barra vertical
no conductora, que restringe el movimiento de los toroides en el eje Z, como se ve en la
figura. Cada toroide tiene un momento dipolar magnético 1 paralelo al eje de simetria
del toroide y cada uno apunta en direccién opuesta al otro. Cuando el primer toroide
en la base se mantiene fijo, el segundo toroide flota en el aire sobre el primero.

Teniendo en cuenta que el sistema se encuentra bajo una fuerza de gravedad definida
por la aceleracion gravitacional §
(a) (11 ptos)Calcule el vector de induccién magnética B debido a el toroide en la
base.
(b) (11 ptos) Calcule las componentes de la fuerza F sobre el toroide que fota.
(c) (3 ptos) Encuentre la distancia entre los toroides, z,, cuando el sistema esté en

equilibrio.

Desprecie cualquier interaccidén con la barra

AN

.-------n-nu..-.-n..-......_----------------------9

SOLUCION
(a) Para un dipolo magnético:
B=Fto L i3tm, . 0)f — ]
4 73
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en donde el dipolo se refiere al dipolo del toroide en la base: /; = —m2. Es decir:

B

o1 X e )
z_ﬂ-ﬁ [3(—mz - £)F + m2]
—%%[30056?—2]

(b) La fuerza magnética F' producida por un vector de induccién magnética B sobre

el dipolo s es:

F =

3
o ™M .
47 v (z

Jcosht — 7
3

_,u,umzv (300329 — 1)

A 3

el gradiente de un campo escalar ¢ en coordenadas esféricas:

Vit =

.‘:jif- e -—
or T of

138t - 1 f?.’ig,
r cosf Ao

las componentes de la fuerza son:

£

T,

4w Or

3cos?f—1
3

Para el toroide que estd en el gje Z, cosf = 1, es decir:

adicionalmente:

_ 3pem? 1
T op

rd

_pem®l 0 [300529-— 1}

A r 08 73
3uom? 1 :
i T—4[2 cos  sin f]

Para el toroide que estd en el eje Z, sinf = 0, es decir:

=0
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por iltimo,

Fy

_,uomz 1 9 [300529—11

dr 1 cosf O 73

= 0
(c) Por lo tanto la sumatoria de fuerzas en z resulta:

Fif+Mg=0

Ju,m? 1
2m E:,‘I =Mg

. 3pt, T2
e 2 M g
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3. (30 ptos) (POSGRADO)
Coonsidere un cascarén esférico de radio a cuyo potencial eléctrico en la superficie estd

dado por:

0 si0<f<y
Vie,) =V, siy<f<m—1
0 sim=vy<f<m

como se ilustra en la figura. Asuma que no existen mds cargas en el sistema.

(a) (5 ptos) Explique y discuta como son las condiciones de frontera en este sistema.
(b) (20 ptos) Dado que el problema tiene simetria esférica, la solucién puede es-

cribirse como :
fo's) I}
00,0 = 35 3 [ (5) 4 0 (8)"] sty
1=0 m=~1

Encuentre al valor de a; y f; para r > a.
(c) (5 ptos) Cual es el valor de ® en el lfmite r — oo? Describa el comportamiento
cualftativo de ®(r, 6, ¢) para r > a. Discuta y explique su respuesta

SOLUCION
Solucin

(a) Debido a la simetria azimutal del problema ya que el potencial en infinito debe
ser cero, es decir , el potencial se puede escribir como:

(r,8,¢) = Zﬁ;( )I Py(cos8). (50)

44



Para r = a el potencial debe cumplir la condicion en el enunciado,

O(r = a,6,¢) = > _ f Pcost) = V{a,0). (51)
1

Usando la ortogonalidad de los polinomios de legendre se puede calcular f; si se
multiplica a ambos lados de la ecuacion por P,(cosé) y se integra en dcos 8,

1

/1 Zﬁsz(Cos 0)P,,(cos §)d cos @ mf V{a,8)Pn(cosf)dcosd.  (52)

-1

el lado izquierdo es solamente la integral de dos funciones de la base ortonormal,
luego

) 1
CTE 16’mlﬁl = /_1 V{a,8)Pn(cosf)dcosb. (53)
por lo tanto,
2041 f1
g = j / Via, 8} P{cos@)dcosf (54)
2 Ja

la funcién V' (a, ) es nula para 8§ < Fy para 0 > 7 — 3, al rededor del ecuador la
funcién es no nula y tiene el valor V.

9! 1 cos 3
B = + V, P{cos8) dcos b (55)
—~cosf
V cos 4
= =2 (20 + 1) P(cosf) dcos b (56)
2 —cos 3
v, [eos8 d P P d P | deoss o
= 5 3 ﬂ{dc 50 r+1(cos @) — Jcos0 1—1(cos ) Cos (57)

=+ ([Pa(cos B) — Piy(cos B)] — [Pr1(— cos B) — Proy(— cos B)]) (58)

gracias a que P,(—r) = {-1)"P,{(z)

A = % (1Pre1(cos B) — Pror{cos 8)] — (=1) [Prya(cos B) — Proa(cos A)])(59)
= % (1- (—-1)1) [Pry1(cos B) — Pr—1{cos 3)] (60)

Por lo tanto,

si | es par

0
b= {VD [Pry1{cos 3) — P—1(cos F)] si | es impar
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y como habiamos dicho antes,
(61)

finalmente, el potencial se puede escribir como:

O(r,8,0) = Z V, [Py1{cos 3) — Pr_i(cos G)} P(cos ) (%)H_l (62)
[ impar

(¢) el valor de
lim &(r,8) =0

00

porque no hay cargas en el sistema ademds de las que dan el potencial en la
superficie de la esfera. El potencial lejos de la esfera (r 3> a) debe converger, por
lo tanto o = 0.
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4. (15 ptos) (POSGRADO)

Una onda electromagnética plana polarizada, con una frecuencia w, que se propaga en
el espacio libre, incide de manera normal sobre una superficie plana de un conductor
perfecto que llena la regién z > 0. Asuma que la onda incidente est dada por:

E’ — Ei ei(kz—wt)'

(a) (2 ptos) De acuerdo con la figura, diga cual es la direccién de polarizacién. ;En
que direccién se mueve la onda?

(b) (3 ptos) Explique cualitativamente cdmo se propagan las ondas en el medio
conductor.

(c) (5 ptos) Halle las expresiones para el campo eléctrico (E) y magnético (H) de
las ondas incidente, transmitida y reflejada.

(d) (5 ptos) Calcule la densidad de corriente K en la superficie z = 0.

SOLUCION

(a) La direccién de propagacién es +z, la onda estd linearmente polarizada con el
campo eléctrico en direccin x
{b) Las ondas electromagnéticas incidentes en un medio conductor no penetran el

conductor sino que solamente producen corrientes superficiales (E = 0 dentro del
conductor), es decir no hay ondas transmitidas sino solamente corrientes superfi-

ciales.
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(c) La ecuacién para la onda incidente es:

E =% E; e’ (63)
v la de la onda reflejada:
B = g B il-hawt) (64)
para z = 0 se tiene que el campo eléctrico estd dado por:
E=(E+E"Ye™ (65)
como se tiene que B = 0, B; = —E" y la onda reflejada se escribe como:
B = —% E; gl{ k=) (66)

por lo tanto las ondas E;, E' y E” incidente, transmitida y reflejada, respectiva-
mente se escriben como:

Ei = JTCEl ei(kz-wwt,)’ (67)
B =0, (68)
E"H = —% Ei ei(—kz—wt)' (69)

el campo magnético puede ser calculado del campo eléctrico:

k

B="iaxE 70
“f (70)
en donde k = w./Eafie, ¥ k/w = /G flo- Ya que la onda incide sobre el plano
2 = 0, el vector normal a la superficie es fi = Z para la onda transmitida y i = —2

para la onde roflejads
B = /o fla® X [R By e'k=0)] (71)
B=0 (72)
B' = \feotio|~2]  [-R By e Y] (73)

Es decir,

g,; = \/Eo Mo Ei Bi(kz_wt) }7 (74)
B =0 (75)
B = Jeolta BTy (76)
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(d) La corriente superficial se escribe como

—4

R = 8x(Hi—H )
= ax(—H+H — H")|.=0

"'L_I}'z X (B + B”)|:=O

Por lo tanto,

—

_1 _
K = —2 X [\/loto B2 ™" 23]
o

E=2 /%E ez
Lo

Finalmente,
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5. (20 ptos) (POSGRADO)

Considere un tubo cilindrico de paredes delgadas y de radio @ que lleva una corriente /.
La corriente fluye sobre las paredes del cilindro paralela al eje de simetria. El interior
del tubo estd presurizado para evitar su colapso bajo la fuerza magnética que produce
la corriente.

(a)
(b)

(5 ptos) Evalue el vector the induccién magnética B sobre la superficie del cilin-
dro

(15 ptos) Encuentre una expresién para la presién minima que el interior del
tubo debe tener para evitar el colapso.

(a)

SOLUCION

Para calcular el vector de induccién magnética sobre la superficie del cilindro se
puede usar la ley de ampere:

jﬁﬁ-cﬁmﬂaf (82)

B apunta tangente al cilindro y perpendicular a la corriente, por lo tanto es
paralelo a dl, es decir:

2raB = p,l. (83)
Por lo tanto
= ol
B =
2ra

Ahora para calcular la fuerza por unidad de rea, se puede usar el tensor de estrs :

FIA =0;= 1474 \Eﬁ‘l)
en donde 1 1
T, = —B;B; — ~— B0
to 200
Tyn; = —Bi(- B) ~ =—n;B?
W= i(7 - B) - S

Clomo nos interesa la presién sobre las paredes del cilindro la normal n; se refiere
al vector radial en coordinadas cilindricas, 7 siempre es perpendiular a B y por
lo tanto 2 - B = 0, luego

1 2
T‘ijnj = '—2‘”071;'.8" (85)
1 po 1 2
B m2,uoni (271’&) (86)



por lo tanto la presiéon minima que el tubo debe tener para que no colapse es

3 (87)
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EXAMEN ESCRITO

Pregunta

NOTA/100

NOTA ESTUDIANTE/100

Comentarios

| | QO D

Nota Final
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MECANICA CUANTICA

FORMULAS GENERALES

El operador V En coordenadas cartesianas (z,y, 2):

- 0. 8. 8 B af .  8f. Of.
V= %6::: + 'a_yey + ;9_.;62 ’ gradf - vf — 81 €z + ay 81; + 82 2
da, da, Oa & & &

c")f_, lc’?f_, 8f_,

V= 5 T+;%e¢+aze; ; gradf— Ew & + — 8 w5 BM
. . Oa a 10a, 0Jo, 8*f 10f 19*fF O*fF
A A F A Y AR P =
Lda, da da, Oa; da a 10a
to=|*_"*\lgz r_Z\z et A bl I
o ('rago 0z €+(E)z 8T>E‘P+(87'+r 'f‘&p)e"
En coordenadas esféricas {r, 8, p):
= Jg4105, L 9,
e et rsinfdo ¥

af . 18f_, 1 0f

" d — st _
gra, f A e+ — 89 +Tsin98(pel’o
. da, 20, 10ug ag 1 da
diva = LAt A w
e or * T + rdf  rtand + rsin@ dy
i 1 da, g 1 Oag 1 da, Oa, a,\.
t; g e e — “T L A < '
o e (7“ a0 +7‘ta,n9 78inéd 8(,0)6 +(rsin9 O or ,r)ea-*-

% f 1 of, 1
2 r2tan® 90 r2?sin’ @ Op?
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FORMULAS ESPECIFICAS

Recuerde que debe ser explicito en el desarrollo de todos los pasos realizados.

. Oscilador arménico, operadores escalera

i ip
A= /Limwz + Al = /tmwz —
2 v 2mw Y 2 Zmw

. Para los operadores de momento dngular L:
(L4, L:) = —hL4

[L_,L.])=HhL_

L2|lm >= (I + 1)i*|lm >.

. Matrices de Pauli

S _ (01 . (0 —i . (10
==\V1 0/ %7 i 0 » 2= g

. Momento angular de un sistema de una particula:

N S
n2A2 i A Ainl L
A Nadd hatuinnia S S

LY (8,0) =bY (8, 0)

12 (8,9) = Y {6,9) } =700, = 50)- 700

Solucidn:

2+ 1) (L — |m|}]M?

1 2 led
5 (l+|m|)!} P (cos §)

T(p) = W

mo g (9) = [(

. Polimonios de Legendre:



Polinomios asociados de Legendre:

|m| 1 24|m|/2 gt 2 ! 5
P (’w)=2z—“(1—w ) dwi-i-lml(w 1), 1=0,1,2
PO(w) = 1 Pw) = (3 1)

Pw) = w PHw) = 3w(l - w?)1/?

6.

Polinomios de Laguerre:
L d?
L(2) = ¢+ (e727)
Lo(z) =1, Li(z)=~z+1, Ly(z)=2—42+2, Lsg(z) = -2+ 957
Polinomios asociados de Laguerre:
s d* Lz
Li(z) = d;g )
LY(2) = Ly(2) Li(2) = =1 Li(z)=2z—4 Li(z) =2
Li(z)=—32+182—18 Li(z) = —-62+18 L3(z)= -6

— 18246

~I

. 'Teoria de perturbaciones independientes del tiempo:

Si se quiere resolver la ecuacién (Ho+ AH Wy, = Fnib, v si ¢y s un conjunto completo

de funciones del Hamiltoniano no perturbado Hy: Hyg, = EC¢y:
Las correcciones a la energia son: £, = E,? -+ /\ET(;U + /\QET(F) + -
en donde la correccidén a primer orden es:
EY =< ¢y Hy|¢n >.
Sim #n, lla, co;rc{a;;iii(;l a>51|32gundo orcen es :

2 < @iy |Pn
EP =" BB

hstn
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Examen de Conocimientos de Doctorado
Mecanica Cuantica

Horario: 8AM-12M. 12 de Julio. (2012)

Nombre:
Cadigo:

1. (10 ptos) (PREGRADO)

Suponga que una particula de masa m, interactiia con un potencial, descrito por una

funcién paso:
- 0 <0
Ve =1,
Vg r “>_ 0

donde Vi > 0. S{ la energfa de la particula, E, es mayor que Vp y se considera gue
incide sobre el lado izquierdo del potencial, como se muestra en la figura:

(a) (3.5 ptos) Calcule las soluciones de la ecuacién de Schodinger independientes del
tiempo, en las regiones < 0y = = 0.

(b} (3.5 ptos) Especifique, discuta y aplique las condiciones de frontera adecnadas
para calcular la funcién de onda completa.

(c) (3 ptos) Calcule las probabilidades de que la particula sea transmitida (T) y
reflejada (R).
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(a)

SOLUCION

Si (I) es la regién para z < 0 en donde el potencial es cero, y (II) para = > 0
en donde el potencial es Vj, entonces toca resolver la ecuacidén de Schrodinger en
todo el espacio.
Para la zona (I)

B R d* ()
2m  dz?

cuya solucidn corresponde a la superposicion de una onda transmitida y una onda
reflejada

=E\III

2mkFE

Wr(z) = Aett1® 4 Be~ti® donde se ha definido  k; = o

Para la regién (II)

i d2ur
_ Wfﬁ(m) + VoW r = EWyy
2m  dz?

cuya solucién corresponde a la superposicidn de una onda transmitida y una onda
reflejada

2m{E — V)
72

cuya solucion corresponde a una onda transmitida. Por lo tanto la funcidén de
onda es

Wy (x) = Cettue donde se ha definido  kj; ==

s =4 ihyr B —ikrz
() = {z) e . + Be z <0
‘PI[((E)=C€1 e ."1720
Las constantes A, B y C, se calculan de acuerdo a las condiciones de frontera que
son: la continuidad de la funcién de onda y sus derivadas en z = 0
\IJI(HJZU):@H(ﬂ::O) = A+B=C
\I!(:L‘) =

=)

de donde se tiene que

A+B = C
A-B = Mg
ki
C A’?}]
A= Z{1+-H
()

_C krr
5= 2(1 k;)



(c) Los coeficientes de reflexién (R) y transmisién (T') son definidos como

R= |BI* = (kf _ ku)g

[Al? kr+ ki
T—1-R=1- (kr - ffrr)2 _ (b = (b — ar)?
kr+ ki (kr + kir)?
dkrkr
T e —— =~ =
(kr + Kpp)*
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2. (25 ptos)(POSGRADO)

Suponga que un sistema cudntico esta descrito por tnicamente dos estados, |1) y |2),
los cuales son ortogonales entre ellos. La representacién matricial de este sistema se

puede escribir como:
w Vv
A= (V —W )

(a) (5 ptos) Encuentre el Hamiltoniano en téerminos de bras y kets y explique el
significado de cada uno de los elementos de interaccién que aparecen en el Hamil-
toniano.

(b) (5 ptos) Calcule los valores y vectores propios.

(c) (7.5 ptos) Si se toma a V' como una pequeia perturbacién, calcule los valores
propios de energia a primer y segundo orden de la teorfa de perturbaciones.

(d) (7.5 ptos) Compare los resultados obtenidos en los numerales anteriores y ex-
plique sus resultados.

SOLUCION

(a) Usando la representacién de Dirac
H =W (1)1 =] 2)€2[) + V ([112] + [21])

en donde W representa la diferencia de energia entre los estados V' es la energfa
de interaccidn entre los niveles |1) y |2), respectivamente

(b) Supongamos un estado descrito por: |9} = (z)

(W OV fa\ _ (WatVE\ . /a
Htp >= (V -~W) (b) = (Va—— Wb) =ElU>=E (b) =
W_E Vv 2\ _q
v o —w+n)) )T

La solucidn no trivial es cuando el determinante es igual a cero

ot [W = E 1%
V. (W +E)

W+ B =V?’= E=4+VW24+V2=4A

} =0=—(W-EYW+E)-V?=0
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con los valores propios, podemos calcular los vectores propios. Si tomamos el
valor propio £ = A

<W‘;E e E>) (b) ) (W; e A)) @ -

»
(W= A+ Vb=0=a= b=
VW) L VWA
(W = A)(W + A) W2 —W2_ V2
_w+a),

v

con la condicién que |al® - |b|* = 1 se tiene que

(W + A)) . 1} .

b = =V ! 5
W+A + V2 (W + Ay +V?

A W+A
V 14 (W+A) + V2
W+ A vV
a= b= -
\/(VV~|-A)2—I—V2 \/(W+A)“+V2

por lo tanto para el valor propio F = A, los valores propios son

"o \/(W+1A)2+V’v’ (W:;A)

Para la raiz negativa, se hace el mismo procedimiento, solo cambiando A por —A

(¢) La teoria de perturbaciones requiere conocer los valores y vectores propios cuando
la interaccién es cero. De tal manera que cuando V = 0, los valores y vectores

propios son
1
El = T/V 11’1 = (0)

0
b 5. (0



Las correciones a primer orden son:

BV =E =W
1 0 VY [0 Vv
EY = Bt <W|V|Uy >=Ey+ (0 1) (v 0) (1) =E+ (0 1) (0) =
Eél) —Ey=-W
Por lo tanto a primer orden no hay correccidn.
Las correciones a segundo orden son:
2 _ | < VI8 > 2 _ 1 0 v\ (1\]?
EyY = Ej+<WV|E; >+ B, _E1+0+2W (0 1) v o) lo
1 0\ | V2 V2
1+ TG (0 1) (V) B+ T W+ 27
@ _wo
E; W+ TG
(2 _ ’ | <i|V]Wy > P 0 V\ /0
B = Eg+<\112|1 ]‘IJ2>+ B, — B, —»—»EQ'*‘O‘}'_QI/V (1 0) vV o0 i
1 W\ |? v? &
2t o ’( ) (0) 2= gy = W+ )
2
(2 _ _ v
By =—-(W+ ?,W)

(d) Tomando los resultados para A

172 2 72
A=\/TfV2+V2=PV\/1«~}~pV2 ~W(l+ v )+ OV/W)P = W + I

2W2 2w

Lo cual coincide con los resultados obtenido por teoria de perturbaciones.
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3. (10 ptos) (PREGRADO)

Suponga que en t = 0, la funcién de onda de una particula en una dimension se puede
escribir como la superposicién de dos estados u;(z) y ue(z), las cuales son soluciones
a la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo y forman una base completa

(a) (3.5 ptos) Defina que significa en mecanica cudntica el estado estacionario y ex-
plique en que se diferencia la ecuacién de Schodinger dependiente e independiente
del tiempo.

(b) (8.5 ptos) Para esta particula, escriba la funcién de onda normalizada
(c) (3 ptos) Cudnto vale la densidad de probabilidad en un instante de tiempo 2.

SOLUCION

(a) El estado estacionario significa que podemos factorizar la funcién de onda en
una parte espacial y temporal. Esto se logra cuando el potencial de interaccion
solamente depende de la posicién y por lo tanto el sistema oscilaré en el tiempo con
la energia de Bohr respectiva E. La funcién de onda se puede escribir como una
superposicion de estados U(z,t) = 3 catta(z)e /" donde los ¢, constantes
arbitrarias complejas

(b)

(@) = 1 = A*(ur(3) + ua(2)) (ui(z) + ua(e))
A (Jus () + Jua(2) 2 + i ()3 (e) + wa(e)ui(@)) = A*(lm ()] + Jua(o)[) = 24°

= A= L la parte espacial es ¥(z) = -1-~(u1('n) + us(z))

V2 Vi

y por lo tanto la funcion de onda completa es

Wit} = —1‘j{u1__(_rc)e_wlt/ﬁ + un(z)e i E2t/hy

(¢) Para calcular la densidad de probabilidad [¥(z,?)]> = ¥(z,1)"¥(z, t)se necesita
calcular ¥*
1 : :
Uz, t) = —(u(z)e PR 4 ul(z)e Eei/h
(5,0) = 5 ul(@)e B+ ()
| Juel® | wiue smimene  ugup —itmi-ggn
2 g TTg e T ot

o 2 2 — EN
| ¥(z,t)|° = % + @ + |uyug|Cos ((ﬂ—ﬁ———i + 9)

La densidad de probabilidad oscila como funcién del tiempo debido al dltimo
término que da cuenta de efectos de interferencia cuédntica.
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4. (25 puntos)(POSGRADO)

Suponga que una particula de masa m esta confinada espacialmente en direccién z,
por un potencial arménico unidimensional, cuya frecuencia es w. A este sistema se
le perturba con una interaccién cuyo Hamiltoniano esta descrito por Hy = —Azx, en
donde A es una constante conocida.

(a) (2 ptos) Si el Hamiltoniano no perturbado es Hyp, escriba la expresién correspon-
diente a Hy.

(b) (4 ptos) Escriba el Hamiltoniano Hy, en términos de los operadores escalera a!
v a, respectivamente.

(c) (4 ptos)Cuales son los valores y vectores propios de Hy y cual es el grado de
degeneramiento. Suponga que el estado fundamental |0 > lo conoce.

(d) (5 ptos) Escribiendo Hy en terminos de los operadores escalera vy teniendo en
cuenta que H; es una perturbacién, calcule el corrimiento de energia del n-—esimo
nivel de energia a segundo orden en teoria de perturbaciones.

(e) (5 ptos) Calcule los valores y vectores propios de forma exacta del hamiltoniano
total H = Hp + H; y compare sus respuestas con el punto anterior.

(f) (5 ptos) Demuestre que >, (£, — En)|Zmal”® es una constante, en donde E, y
| >, son los valores y vectores propios del Hamiltoniano Hy, respectivamente, y
Tmn =< m|z|n >

SOLUCION

2

(a) H0=:Ei+%

(b) Usando las definiciones de los operadores escalera

P? mw?s? Amw 9 mw? h 2
Hy = — = — F—a) + —— L
0 2m + 2 dm (a a) 2 2mw (a + a)
hw

= — [~(e' —a)(a' ~ a) + (a' +a)(a’ +a)]

[—(afk)2 +afa +aal ~ a® + (ah)’ + ala + aa’ + ag]
. Hw 1

i1 — 1.1 —
[aTa—i-aa,] =5 [a.fa,—i—l-{—a a] = fiw [a*a%--‘;}

=

| F o | |

(¢) El operador nimero es a'a y de esta relacién es ficil saber que los niveles de
energia son EY = fw(n + %) conn = (,1,2,3,4,.... y todos los niveles son no-
degenerados. Dado que el estado de vacio |0 > se conoce, entonces el estado n es

|n >= (f;;z!n;(} >
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h
H1=--—Am=—)\\/2 w( T~}-a)

Tomando la expansién perturbativa para la energfa a segundo orden

k> |2
B

H
E, = E0+<H|H1|n>+zl<n| !

k#n
_ 0 _ —-ﬁr_ + 2 l<n| CLT+G)|L>|
= B — )\y/ 5 < n| (al +a) |n > -|—/\ Z o

el elemento matricial se puede calcular como:

<n|(@d'+a) k> = <n( k+1lk "k—1>)=

= (VE+1 )=
= (\/m5n,k+1 + \/Eén,k——l) = (\/ﬁfsn,kﬂ +vn+ 15n.k—1)

de la relacién anterior se ve claramente que los elementos diagonales son cero y
por lo tanto el primer término de la expansiOn perturbativa de la energfa a primer
orden es cero. El termino a segundo orden es diferente de cero y por lo tanto la

expansion queda

s B [n n+l o AT 1 A?
B = m-oeng [T g o (g ) -

a

por lo tanto el corrimiento de energia es: —5,—%”—2

(e) El hamiltoniano total del sistema es:

P2 izl P omw? 21
H = — —Ap = 2_ 2

2m, + 2 r= 2m 2 T mwgm
P2 A 1P omet [N

= o T Al T 3,
2m 2 M= 2 mew

_ P? N mw? A2 A2

T 2m 2 mw? 2w

por lo tanto si se hace el cambio de variable y = ——2, la ecuacién de Schrodinger

en el espacio real puede ser escrita como:

PN ¢ (M - xe) (a) = BOE)

mwz H

" 2m  dz? 2
R P20 (y)  mw?y? A2

_ Uy} = (E U
2m  dy® + 2 (v) = (B+ Qmwg) W)
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La Gltima ecuacidn corresponde a la de un oscilador arménico simple en la variable
y cuyos valores propios son (n + i)fiw. Por lo tanto restando el término de la

derecha, se obtiene
1y . A2
En_ = (ﬂ + "é) fw T

El dltimo termino, corresponde al obtenido por teoria de perturbaciones. Las
correcciones a mayor orden, evidentemente se hacen cero.

(f) Usando los resultados para los elementos matriciales de z

Z(En - Em)|3TJ".'1r1n|2 = MQ’I:UJ Z(n - m) (\/ﬁ(sm,n—l +vn+ 16m.n+1)2

_%[(m—i-l—m)(m—}-l)-l-(m—l—m)m]_%[m-f-l_m]_%

i

por lo tanto el resultado solo depende de constantes.
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5. (30 puntos)(POSGRADO AVANZADO)

El Hamiltoniano de un sistema de dos particulas de spin 1/2 esta descrito por:
H = e101; + €303, (88)

en donde <-:1 Y €2 s0n constantes reales y o1; ¥ 09, son los operadores de proyeccién de
spin §; = —~01 y Sg = 02, a lo largo del eje z. Suponga que los estados de spin de
una paartlcula |+ >, correponden a la componente que apunta en direccidén +z

(a) (6 ptos) El estado inicial del sistema a t =0 es [¥(0) >= J5(| +— > +[—+ >).
Si se mide S? = (81 + 82)? en un instante de tiempo ¢, cudles son los valores
que puede tomar S y cuales son sus respectivas probabilidades como funcion del
tiempo.

(b) (8 ptos) Calcule el valor esperado de §2.

(c) (8 ptos) Si el estado del sistema es un estado arbitrario, cuales serdn las frecuen-
cias de Bohr respectivas que aparecerdn en la evolucién de < 52 >,

(d) (8 ptos) Responda las mismas preguntas de (a) y (b), para Sz = S1z + S2z.

SOLUCION

(a) Los estados propios de S? = (S1 + 82)? (y de paso de S;) son los estados |Sm, >,
en donde S = 0, 1, corresponden a los estados singlete y triplete, respectivamente.
Los resultados de la medida son:

S =1— 2k
S5=0—=10

(b) Sin embargo, los estados |S, m, > no son estados propios del Hamiltoniano y por
lo tanto las probabilidades de obtener (S=1) y (S=0), cambian como funcién del
tiempo. Los estados estacionarios del sistema son:

1 1
[y =£5,may =5 >= l++>+—>—+>]—— >]

y los estados de energfa, estdn dados por:
Hl“" >= (610'13 -+ 620'22)|- >= (i&l :}:Eg)|'— >

Por lo tanto tomando el estado inicial del sistema como |¥(0) >= —\%—ﬁﬂ +—- >

+i—+4 >)=|5 = 1,m, = 0 >. Los estados se pueden expresar en la base de
(1y 0) como: |+ — >= (11,0 > +{0,0 >) y | -+ >= Z5([1,0 > —[0,0 >)
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|+ — >= (|1 0 > +]0,0 >), podemos decir, que ¢l estado evoluciona como
funcién del tlempo

1 (3913 —E€n
|t} >= — el TR +el_]T"E] -+ >
\/i -
= c0s {M} |1,0 > —isin [M 0,0 >
h R

Por lo tanto las probabilidades de obtener (S=1) y (5=0) son:

2 ou [ (e1—ea)t
Prob(S = 0) = |(§ = 0,ms = 0|T(t))|* = Sin’ T*‘}

2
Yo {8 =1,m|¥(t))| = Cos® [(—E—l—ﬂ]
my==1,0,1

Prob(S =1) =

De esta forma se pueden calcular los valores esperados de 57
U(t)|S?T(t) > = 2h%.Prob(S=1)+0.Prob(5 =0) =
= 2h*Cos? [w] = h*(1 + Cos{wpt))

en donde se ha definido la frecuencia de Bohr comowp = 2(e; — €)t/A  De
la ecuacién (89) el operador S. = S, + S, conmuta con el Hamiltoniano y
S:|¥(0) >= 0 y por lo tanto podemos expresar U(t), como una combinacion
lineal:| U (t) >= Cy(t)|]1,0 > +C2()[0,0 >. En donde C1(t) y Ca(t), son coefi-
cientes complejos dependientes del tiempo. Por lo tanto, para calcular las proba-
bilidades:

{Pmb(s = 0) = (S = 0,ms = O[T ())|> = |Ca(t)
Prob(S =1) = {{§ = 1,m, = 0L ())* = |C1 ()12

Supongames un estado inicial arbitrario de la forma

() = al++)+8l+-)+7-+H) +d-—)=a

€1+eq) en )t £y-keg)
[U(E)) = ae™ T b4 + Be T £ o) e SF R - 4 s - )
{e1+¢2) 1 (1 —en)t (g —eq)t
[T = ae™ 1) + —(Bem T 4 et )1, 0)

\/j
1 —en it €qlt "
+ —=(Be T — et T 0, 0)) + 66T, —1)

\/§ i

por lo tanto el valor esperado de S es

(1Il(t)|5'2|111(t)) = 2}"},2 |af2_}_ |5!2+ (|ﬁ|2+ 17'2 _i_Re(ﬁ*,ye'li(e]——sg)/h)

b =

La [recuencia de Bohr, es la misma que se obtuvo en la parte (a). Este resultado

se ve mds claro cuando se toma el limitea=6=0y 8=~ =

EIHV
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(d) Para calcular el valor promedio de S, tenemos que calcular

£y -en)t
h

S 1B(0) = (Sis + Sa)W(0) = 5 ([oe ™ F 4 8 F [ 4 )+ | = +)
+[get ST e T 1 +4) 1 - )

— E [a*ﬁe2iezt/ﬁ+ a*,},e?ielt/ﬁ + 5*66—2i52t/h+ 5*,},6-—2iegt/h+

2
Cl{*ﬁe_Z"E‘-’-f‘fﬁ + ﬁ*589161£/ﬁ + '){*Ofe_ﬂelt'/ﬁ 4 ,Y*éeﬁegt/ﬁ]
= hRe [('B + 7 8)e e/ 4 (o + g 5)cetih]

Para este caso se ve claramente que las frecuencias de Bohr, tipicas del problema
son wpg; = 2€1 /1, wpa = 2e2/h
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