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Desarrollar dos de los cuatro problemas propuestos.
Por favor escribir con esfero negro o azul.

I.

Marcha aleatoria con potencial externo

Una particula puede ocupar los sitios de una red unidimensional n = ... ,—1,0,1,-. 8i esté en
el sitio n tiene una energia potencial u,.

1.

En equilibrio térmico a la temperatura T, expresar la probabilidad P29 de encontrar la particula

en el sitio n. Usar la notacién habitual 8 = (kgT)~1.

- Dindmica: se postula la dindmica siguiente. La particula sigue una marcha aleatoria, saltando

de un sitio n a un sitio vecino n + 1 (o n — 1) con una tasa de transicién {en esta parte el
tiempo es continuo):

_ Wat1,n = vexp [-Hunt1 — un)/2) : (1.1)
Hay o no balance detallado?

Plantear la ecuacion maestra para P,(7) la probabilidad de encontrar la particula en el sitio
n en el instante 7.

Explicar por qué P,(r) — P29 cuando 7 — cc.

El paso de la red es a. Poner z = na, v, = U(z) y Pa(r) = ap(z,t) en donde se introdujo
L = br como nueva variable de tiempo. Mostrar que en el limite continuo o — 0, si se escoge
convenientemente la nueva escala de tiempo b, p(z,t) cumple la ecuacién de Fokker-Planck

ap . a I, . BQP . 1 2
B (at) = o (U)ol ] + kT2 D (2, 0) (1.2
¥ expresar b,

Considerar ahora el caso de un potencial arménico U(z) = kz?/2.

a) ;Cual es la distribucidn de probabilidad p®9(z) final de equilibrio?

b) i Cual es el tiempo de relaxacién caracteristico para llegar & la distribucién de equilibrio?



II. El modelo de 'Potts

Una coleccién de N 4tomos estdn organizados en una cadena (unidimensional) con condiciones
periddicas en las fronteras. Cada dtomo puede estar en tres estados indexados por un entero v &
{1,2,3}. Dos 4tomos vecinos pueden interactuar con una energfa potencial —J si estdn en el mismo
estado o 0 si estdn en estados diferentes. El hamiltoniano del sistema es entonces

N
H = _JZ 51’&.”1-‘}-1 (241)

i=1

en donde 8, es el simbolo de Kronecker y con la convencién vy = v; (condiciones de frontera
periddicas). Este modelo se conoce como el modelo de Potts de 3 estados.

1. Caleular la funcién de particién del sistema usando, por ejemplo, el método de la matriz de
transferencia.

9. Determinar la energfa libre por dtomo del sistema en el limite termodindmico. jExiste una
transicién de fase en este sistema?

I11. Renormalizacién por decimacién

En este ejercicio se propone estudiar un método de renormalizacién llamado decimacién y aplicar-
lo al modelo de Ising unidimensional. Aunque el modelo de Ising unidimensional posee una solucién
exacta, suponga en este ejerdicio que no se conoce esta solucion.

El hamiltoniano del modelo de Ising {divido por kpT') es:

H=-bY Si—K) SiSiu (3.1)

El proceso de renormalizacién por decimacién consiste hacer el promedio estadistico sobre los
espines impares dejando los pares sin modificar. Asi se obtiene un nuevo sistema de Ising, sin los
espines impares, de paso de red doble. Luego se escalan las longitudes de 1/2.

Llamemos los espines impares o; = Spi1 v los pares S = Su;.

1. Sumando sobre los espines impares o; la funcién de particién se puede escribir:
Z(K b= > e "= T]aK b S} 5) (3.2)
N T SN
Calcular z(K,b, 5%, 57 ,4).
2, Queremos expresar la funcién de particién bajo la forma:
Z(K,b) = Zy(K,b)Z(K', V) (3.3)

en donde Zp no depende de los espines y Z(K’,b') es la funcién de particién del modelo de
Ising para los espines S/ con pardmetros renormalizados K’ y . Mostrar que esto es posible
si (K, b, 5}, 8741} se puede poner bajo la forma,

1
2(K,b,55,55,4) = e exp §b'(sg+sg+1)+1(’5;5;+1] (3.4)

y determinar los pardmetros renormalizados K’ y b’ en funcién de X y b. Calcular también f.

Ser4 fitil introducir T = e~ y 5 = e, y los correspondientes pardmetros renormalizados
’ !
=y =g,

| Q]



3. Verificar que (v*,n*) = (0,1) es un punto de fijo de esta transformacién de renormalizacién y
que tanto 7 como 7 son campos de escala relevantes con respecto a este punto fijo.

4. Usando la teoria de la renormalizacién deducir que cerca a este punto critico la longitud de
correlacidn y la magnetizacidn cumplen las leyes de escala

&(r,b) T‘”E(b‘r_"'“) (3.5)
m(r,b) = M{br?) (3.6)

1z

¥ dar el valor de los exponentes v y A.

IV. Teoria de Ginzburg—Landau fuera de equilibrio
IV.1. Equilibrio

Considere la teoria de Landau de las transiciones de fase de segundo orden. El “Hamiltoniano”

de Landau es )
Aol = [ [% (Z2) ~Lor + gqs(a:)‘l} d (11)

en donde ¢(z) es el pardmetro de orden, @ = a:{T. — T), a1 > 0 y b > 0 son constantes. T¢ es

la temperatura critica. En lo que sigue supondremos que el sistema estd en su fase ferromagnética
T <%y, a>0.
En la aproximacién de Landau la energia libre estd dada por

F = Higol - [ hla)g(z) do (4.2)

en donde h{x) es el campo externo y ¢g(z) minimiza

H14) - [ h(@)o(a)do (43)
Ademids ¢p(z) = m(z) es la magnetizacién.
1. Plantear la ecuacidn de minimizacion.
2. Resolverla para el caso uniforme y h = 0.

En adelante llamaremos meq la solucién de la ecuacién de minimizacién, independiente de = y
para el caso general en que h # 0.
IV.2. Tuera de equilibrio

Para estudiar pequefias desviaciones con respecto a la situacién de equilibrio se plantea la ecua-
cién de Ginzburg-Landan dependiente del tiempo:

Om(z,t) m(z,t) OV (m)
at b ( az2 Bm ) (44

en donde V{¢) = —(a/2)¢% + (b/4)¢* — hé y D > 0 es un coeficiente de transporte.

1. Verificar que la solucién de equilibrio satisface {4.4}.



2. Suponer una pequefia perturbacién con respecto a la solucién de equilibrio: m(z,t) = Meg +
#(z,£), con pfz, 1) < meq. Mostrar que esta perturbacién relaja hacia la solucién de equilibrio
ripidamente. Para esto, linearizar la ecuacién (4.4) al primer orden en u(z,t) y estudiar la
transformada de Fourier con respecto a z de esta ecuacion. Determinar el tiempo de relaxacién
hacia el equilibrio.

3. Para h = 0, mostrar que hay configuraciones de equilibrio de la forma

m(z) = mp tanh|g(z — zp)] (4.5)
Determinar mg y g e interpretar fisicamente esta solucidn (hacer un dibujo, e indicar el signi-
ficado fisico de q).

4. ;Cudl configuracién tiene menor energfa libre: la dada por (4.5) o la dada por meq? (Justificar
con argumentos fisicos, no serd necesario hacer un ealeulo explicito).

5. En presencia de un pequefio campo magnético i mostrar que hay soluciones del tipo

m(x,t) = my tanh|g(z — zg — V)] + ma (4.6)
Podra ser titil expresar las derivadas de m(z, t) en términos de th — tanh[g{z — zg — vt)] y de
sus potencial th™.

6. Interpretar fisicamente este tipo de soluciones (4.6).

7. Determinar mi;, g, v y mo al primer orden en 4. Comparar el signo de v con el de & y comentar
como es la evolucién temporal de este tipo de configuraciones.

Apendice

La ecuacidn de Foldker-Planck
apP d 182
o = Py, )+ = Ply,t Al
57 = "By PO+ 5 2 )Pl 0] (A1)

lineal, a;(y) = Ap — A1y, as(y) = By, tiene solucién

con

(v — (w(t))?

e 2o (t)2
= A2
P =t (4.2
{y(t)) = yge—Arlt-to) 4 %(1 — E—An(iwfn)) (A.3)
1
a(t)? = %(1 — e Ailt=ta]) (AA)

para una condicién inicial P(y,tg) = 8(y — yp)
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Eu 3 dimensiones espaciales, la funcién Gp(z,z') = m es una funcidn de Green para el Laplaciano,
i.e., satisface

ViGo(z,a') = —dné(x — a'). (1)

Puara calcular el potencial eléctrico en un preblema con condiciones de contorno tipo Dirichlet (es decir,
el potencial se canoce sobre la superficie §, que es la frontera de alguna region dada V en el espacio) es
necesario modificar Gy, ahadiéndole una funcién F(z — '), de tal forma que la funcidn resultante,

Glx, ') = Gy(m, z') + Fz, ), (2)

]

satisfaga:
(i) V3G(z — z') = —4xd(z — z'),
(iil) Gz — ') =0, para 2’ en S.

Una vez encontrada la funcién F, es posible calcular el potencial eléctrico en todo punto de V', a través
de la siguiente expresidn:

1 i aG
i} - ’ ' 3'.‘,“"—"/‘( I_dl‘. 3
() Tres Ju plz)G{z, x")d s I s b(a') 5 7da (3}
1. Suponga que la regidn V en cuestién es una bola de radio R, centrada en el origen, de ial forma que

S es una esfera de radio R centrada en el origen. Muestre que la funcién F(z,z’) correspondiente estd
dada por

w22 —1/2
Flz,z')= - ( e + R* — 2uz’ cus*y) , {4)
donde v es el dngulo entre z y o', x=||z|| y ' = ||J2|L

2. Suponiendo que el potencial, sobre la superficie de la esfera, estd dado por una funcion g(8, ¢), y que
ne hay cargas eléctricas en el interior de la misma, muestre que el potencial en el interior de la esfera
estd dado por:

R(Rz - wz) dnf
z? + A2 — 2Rxcosy)3/?

b(e) = = [ o0, (5)

3. Una particula, de carga g, se desplaza a velocidad constanie v con respecto a un marco de referencia
§. Por simplicidad, suponga que la particula pasa por el origen de § en el tiempo t = 0, y que, en
coordenadas de S, el vector v va dirigido a lo largo del eje z. Calcule los campos E(z,t) y B(z,t)
praducidos por la particula, como los mediria un cbservador que se encuentra en reposo en el marco 5.
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DEPARTAMENTO DE FISICA
MECANICA CUANTICA
PROBLEMA 1

Considere un hamiltoniano para un sistema de dos estados cuénticos que depende del
tiempo, cuya representacién en una base completa ortonormal ﬂl),'2)} es!

H =Qcosmtﬂ1)(l|~|2)(2])
Considere un operador D cuya accién sobre los vectores base ﬂl>,|2)} esta dada por:
Dy =d|2)
Bl2y=d)1)
Donde 4 es una constante real pﬂositiva. Asuma que el sistema esta inicialmente (t=0)
en el estado propio del operador D cuyo valor propio es d.

a) Escriba la ecuacién de schrédinger dependiente del tiempo para el vector de estado

dependiente del tiempo:
w{t)
{0
A
Con el hamiltoniano dado. Encuentre el vector de estado |‘P(t))(en términos de
€, ,1,11) usando la informacion del estado inicial (t=0) dada arriba.

b) En un tiempo po‘sterior t, se efectiia una medicién D sobre el sistema. Calcule la
probabilidad P(t) de obtener el otro valor propio (d) de D en esta medicion.

¢) Para un valor dado @, la medicion D efectuada en un tiempo t no da una
probabilidad de 100% de obtener el segundo valor propio de D (d), al menos que 2
sea mayor que un valor Q. . Calcule Q , en términos de los parimetros de este
problema.
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PROBLEMA 2

Una particula de masa M esta restringida a moverse horizontalmente sobre el eje x.
Inicialmente esta atada a dos resortes, sin masa, idénticos, cada uno con constante
elastica k, como se muestra en la figura. Cada resorte esta en su posicion de equilibrio
cuando la particula esta en el centro (x=0).

a} Determine los niveles de energia propios para este sistema, en términos de los
parametros definidos arriba y especifique el rango permitido de los mimeros cuénticos.

b) Encuentre una expresion explicita para la funcidn de onda, normalizada, del estado
base i, (x) Dibuje las funciones de onda correspondientes a los tres niveles de energia
mds bajos del sistema.

¢) Considere el caso donde el sistema esta inicialmente en el estado base. Si uno de los
resortes es removido de manera repentina, determine la probabilidad de que el sistema
se mantenga en su estado base después de haber removido el resorte.

d) Determine la probabilidad de que el sistema se encuentre en el primer estado
excitado después de haberse removido el resorte.
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PROBLEMA 3

Considere un electron en un potencial esfericamente siméirico, La parte espacial de la
funcién de onda del electrdn en el estado propio con energia E; del hamiltoniano
correspondiente tiene la forma:

vilr)=2(r)

y satisface la condicién de normalizacidn:

J-dnrlyfl (r}2 =1
X es la componente cartesiana del vector posicién r.

. ot F . 0
a) Es y,(r) una funcién propia del operador de momento angular orbital f_ = —zhE—— ?

Explique su respuesta,

b} Escriba todas las funciones de onda linealmente independientes asociadas con la
misma energia E; que estdn relacionadas por simetrfa rotacional.

¢) Una interaccion spin orbita de la forma
Hy,=USLIK
Con U,independiente de r. £,§ son los operadores de momento angular orbital y de

spin respectivamente. Para ambos j=£+1/2 halle a primer orden las correcciones al
nivel de energia E,.

d} Bajo las condiciones de la parte c) considere un electrén inicialmente en el estado
|y/l) con spin T sobre el eje z. Halle la probabilidad de que el electrén se mantenga en

el estado |p,) con spin T después de un tiempo t,



