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1. Nota=2/5 Una particula de masa m y carga ¢ se encuentra confinada por un potencial arménico tri-
dimensional isotrdpico, de tal forma que estd descrita por el Hamiltoniano
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Note que los estados propios de H, L? v L. se pueden marcar como | n,/,m) donde n = 0,1,2,... y
[y = tuw{n + 1), Al tiempo ¢ = —oc el oscilador estd en su estado fundamental | 0,0,0). 3e le aplica un
campo eléctrico dependiente del tiempo pero espacialmente homogéneo v en la direccién z dado por
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con £y ¥ 7 constantes.

(n) Encuentre el tinico estacdo posible en el cual puede terminar el oscilacor al aplicar teoria de perturba-
ciones a primer ordei.

Respuesta.- La amplitud de transicion a primer orden en teorfa de perturbaciones dependiente del tiempo
viewe dada por
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donde wy, = (Ey — Ey)/Ivy V(1) es la perturbacidn, que para un campo eléctrico uniforme en la direccidn
= viene dada por
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La amplitic de transicion es
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Los posibles estados excitados en log cuales podria teriminar el oscilador (a primer orden) estdn determi-
nados por las reglas de seleccion en los elementos matriciales (k| = | s).

Primero, hay que notar que z {operador dipolar) es la componente ¢ = 0 del tensor esférico irreducible cle
rango 1. (::}} E} leorema de Wigner-Eckart inmediatamente conduce a las reglas de seleccion Al = +1 ¥
Am = 0. Por lo tanto, desde el estado luncdamental | 0,0,0) s6lo se pueden alcanzar los estados | 7. 1, 0.

Segnndo, al reconocer que z = \/5i—(al + a:), la accidn del operador = sdlo puede aumentar 7. €1l L, lo
gue indica que ol qnico estado Anal posible es | 1,1,0),



(b) Calcular la probabilidad de encontrar el oscilador en el estado excitado deteriinado en (a) al tiempu
t = co. Recordar [ e~ du = /7.

Respuesta.- Se realiza la integral en la Ec.(5) completando el cuadrado eu la exponencial
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La probabilidad es entonces
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(c) La probabilidad que ha obtenido en (b) debe anularse para T — 0 y para 7 — 00. Explique por yné
esto debe ser asi.

Respuesta.- La perturbacién como [uncidn del tiempo tiene lorma de campana Gaussiana con ancho
determinado esencialmente por 7. Para 7 — 0 la perturbacion practicamente desaparece por lo cual no
hay transicién. Para 7 — oo la perturbacion es tan lenta que se estd en el régimen adiabatico en el cual
el sistema se mantiene tado el tiempo en el estade fundamental y por lo tanto no hay transicion.

(d) Si en cambio el estado del oscilador al tiempo 7 = —o0 mibiese sido | 1,1,0), demuestre que la
probahbilidad de que termine en el estado fundamental | 0,0,0) al tiempo 7 = oo e8 idéntica a la encontrada
en la parte (I3).

Respuesta.- La amplitud de transicion para este proceso sigue dada por la Ec.{5) con los cambios wi., =

—wy {k]=z]s =(0,00]z]110). Porlo tanto estos carbios no afectan el resuitado dado para la
probabilidad de la transicién en la Ec.(10}.

. Nota=3/5 Considere un sistema compuesto por dog particulas independientes de spin 1 /2. El estadu

inicial del sistema es
|w(©) = A (| +, )+ |+ -+ V2] =) (11)
donde el anterior estaco se ha expresado en la base de vectores propios simultdneos de Sye y Sas, {i £. 8}
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{a)} Normalice el anterior estado.
Respuesta.- A = 3.
(h) Bseriba la malriz densidad asociada al sistema en el anterior estado.

Respuesta.- Bu la base ordenada {| +,+),| -+, =), | =, +),| — =)} la matriz densidad asociada al estado
puro de la Ec.(11} se escribe
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V2 V2 0 2
(¢} Si en ese momento ¢ = 0 se mide 5., caleule la probabilidad de obtener el resultado -L
Respuesta.- La probabilidad es
h : .
P(=3) = Tr{p(0)P-) (13)
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Aemcle el provector P al sub-espacio donde el primer spin tiene conponente z igual a — 2 viene dado por

P_w=|—, +)(— 4+ +]| = =)= — | Porlo tanto se obtiene
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() Inmediatamente después de la anterior medicién escriba la matriz densidad del sistema.
Respuesta.- La medicidn proyecta el estado del sistema a | '(0)f =] — —) con una matriz densidad
correspondiente
0000
/ 0000 -
= 1:
p(0) 0000 (15)
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(e} Si después de la medicion anterior se midiera Sy, qué resultados se enconérarfan y con cudles proha-
hilidades?.

Respuesta.- Los resultados posibles al medir S, sdlo sipuen siendo #£i/2 cada uno de ellos con probs-
bilidad .

(N Si Sy S. se midieran simultaneamente cuando el sistema se encuentra en el estado dado por la
. (11), caleule la probabilidad de encontrar resultados opuestos.



Respuesta.- La probabilidad de obtener resultados opuestos viene daca por
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(g) S5t empezando con el estado de la Ec.(11) al sistema se le hace interactuar con uil campo magnédiico
que determina un Hamiltoniano dado por

H= w1 + ‘-UQS"J: (18)
determine la matriz densidad en el tiempo L.

Respuesta.- El estado del sistema al imstante ¢ viene dado por
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con una matriz densidad correspondiente
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Together with the Lorentz force law, the Maxwell’s equations summarize the entire theoretical
content of classical elecirodynamics. Hence,
(a) state the four standard Maxwell’s equations in differential form.

(b) Show that the conservation of charge follows from one of these equations.

(c) If one day the existence of magnetic charges is confirmed, Maxwell’s equations would modi-
fy. State the Maxwell’s equations in the presence of magnetic charges.

(d) Consider a charge density p(r,t) and current density J (r,t) in an otherwise empty space. In .
the Coulomb gauge, V - A = 0, write down the wave equation for the vector potential A(r,t) and
an expression for the scalar potential ¢(r, ).

Useful identities:

Vx(VxA):V(V-A)—VgA

Vx{Vfy=0

V- (VxA)=0 4

|



B. Mecanica Cuantica

Luis Quirroga

1. Nota=2/5 Una particula de masa m y carga ¢ se encuentra confinada por un potencial
arménico tri-dimensional isotrépico, de tal forma que estd descrita por el Hamiltoniano

ol L

Note que los estados propios de A, I2 y L. se pueden marcar como | 1,1, m)donden =0,1,2,...
y En = hw(n + ). Al tiempo ¢ = —oo el oscilador estd en su estado fundamental | 0,0,0).
Se le aplica un campo eléctrico dependiente del tiempo pero espacialmente homogéneo y en la
direccién z dado por

Al

£=goe=(F)z (2)

con &g ¥y T constantes.

(a) Encuentre el dnico estado posible en el cual puede terminar el oscilador al aplicar teoria

de perturbaciones a primer orden. 5

(b) Calcular la probabilidad de encontrar el oscilador en &l estado excitado determinado en (a)
s oo gl

al tiempo t = oc. Recordar [°, ™% dz = /.

(c) La probabilidad que ha obtenido en (b) debe anularse para 7 —+ 0 y para T — 00.

Explique por qué esto debe ser asi.

(d) Si en cambio el estado del oscilador al tiempo 7 = —oa hubiese sido | 1,1,0), demuestre
que la probabilidad de que termine en el estado fundamental | 0,0,0) al tiempo 7 = o0 es
idéntica a la encontrada en la parte (b).

2. Nota=3/5 Considere un sistema compuesto por dos partfculas independientes de spin 1/2.
El estado inicial del sistema es

| 2(0) = A (| 4,40+ +,-) + V2| =) (8)

donde el anterior estado se ha expresado en la base de vectores propios simultdneos de i y
52:1 {I i: i)}

(a) Normalice el anterior estado.

(b) Escriba la matriz densidad asociada al sistema en el anterior estado.

{c) Si en ese momento t = 0 se mide 3,., calcule la probabilidad de obtener el resultado —~-g».
(d) Inmediatamente después de ia anterior medicién escriba la matriz densidad del sistema.

(e) Si después de la medicion anterior se midiera &, qué resultados se encontrarian y con
cudles probabilidades?.

. . A
(f} Si 812 y Sz2: se midieran simultdneamente cuando el Sistema se encuentra en el estado dado
por la Ec.(3), calcule Ia probabilidad de encontrar resultados opuestos.

() Si empezando con el estado de la Ec.(3) al sistema se le hace interactuar con un campo
magnético homogéneo que deiermina un Hamiltoniano dado por

.E[ = wlsll; + UJ'_J,SQ; (4-)

+

determine la matriz densidad en el tiempo £.
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1. Tomemos un numero N de pendulos de masa m ¥ largo L, que interactuan con resortes angulares
a traves de una fuerza k(f,,1g — g6,g, con 8, como la desviacién angular con respecto a Ia
vertical de! pendulo n.

a) Encuentre el Lagrangiano y las ecuaciones de movimiento, para este sistema.

b) Tomemos la distancia entre penduloes come d y tomemos el limite d — 0,1 ~+ 0,k = 00,
con p = m/d, = kdconstante y encuentre la ecuacién de sine-gordon para el angulo
8{(z,t). '

¢) Demuestre que la ecuacidn tiene una solucién soliténica con |af < 1

f(z,1) = 4tan! Ezp [im]
Vv1—o?
Que valor tienen @ y &7
d-.r(u:!—l)

Utll Sin [4Tﬂ.71_13}] = —W

-1 I T



'B. Mecanica Estadistica

Gabriel Tellez

El modelo XY en aproximacién de ondas de espin

El modelo XY describe una coleccidn de NV espines sobre una red. Cada espin S,, es clasico: es un
vector dos dimensiones, de norma |S,{ = 1 y hace un dngulo ¢, con respecto a un eje de referencia
fijo.

El hamiltoniano del sistema es

H=-J ) 8;5; (1)
<ij>
en donde se siuna tnicamente sobre vecinos mas cercanos en la red, y la constante de acoplamiento
J >0

1. Mostrar que
H=-71" cos(di ~i¢y) (2)
<ij>
9. La aproximacién de ondas de espin consiste.en suponer que las diferencias |¢; — ¢ < 1.
Explicar por qué esta aproximacion es valida a altas temperaturas, y precisar “altas’ temper-
aturas’ con respecto a qué.
3. Mostrar que en la aproximacion de onclgls de espin el hamiltoniano H = Hpus + ', con
Hoas = 5 D (61— #)) (3)
<i >
En lo que sigue nos olvidaremos la constante C que sélo agrega un termino aditivo a la energia.

4. A pesar de que inicialmente 0 € ¢, < 2w, en la aproximacion de onda de espin supondrenos
que —oo < ¢y, < oo. Justificar por qué se puede extender el rango de valores de ¢, de esa

MAarners.

A partir de ahora nos limitamos a considerar una red unidimensional con condiciones periddicas
de frontera: g1 = ¢p. Mostrar que

(1]

N
J
Hoaw = EY Z(ﬁ’bn - '?f’n+l)2 (‘l}
® n=l
6. Se introducen las componentes de Fourier del campo gy
1 & .l
¢1I = _ﬁ Elqﬂ ,n ’ (5)
! n=1

con el vector de onda g = 2nk/N con k=0,1,--- N — 1.

Mostrar que Ia transformacion inversa es

! —iyn 1
(ﬁn—\/_ﬁ%:e I¢u' (6)



Mostrar que si uno prolonga la validez de la ecuacién anterior para cualquier valor entero de
n, se tiene PN = ¢y = du-nN.

Mostrar que la relacién (5) da el mismo conjunto de {$,} si se escope el vector de onda

8.
q = 2wk/N en donde k recorre cualquier secuencia de N enteros consecutivos.

9. Asi escogemos a partir cle ahora k = —N/2+ 1, -N/2+2,.-+ ,N/2, y supondremos que N es
par. Mostrar enfonces que —7 < g < 7. Decimos que g estd en la primera zona de Brillouin.

10. Mostrar que r,fw_q = (,5,‘., en donde la barra denota el complejo conjugado.

11. Mostrar sucesivamente que

Hucls = J Z (1 — Cos QJ (;qflg—q (?)
—r<gsw

= 27 3 (1—cosq) | +2J¢; (8)
o<yl

12. Expresar Hyqs en términos de las partes real e imaginaria de ¢ = Ry +idy.

13. Integrar sobre R, e I, de —oo a +o0 y caleular la funcién de partition del modelo XY en aprox-
imacién de onda de espin a la temperatura inversa § = 1/{kgT'}, Zoas = j'e“’meh [1, 4R, dl,-
Mostrar que ‘

H . 1/2
T (e .
iy AJ(1 — cosq)

14, Mostrar que la energia libre en'el limite termodindmico es

N ArkpT
F=——kpTln 228 (10)
2 J
15. ¢Hay una transicidn de [ase para este maodelo?
- Apéndice
+es a5 27
[ E—a.x:J/2 du =4/ — : Re(a) >0
— i)
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